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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE C9-1

I. Introduction

1 Définition

ﬁ Définition 1 : Action mécanique

On appelle action mécanique toute cause susceptible de mettre en mouvement, de maintenir en
équilibre ou de déformer un corps. (Le mot susceptible n’est pas choisi au hasard car une action
mécanique ne créera pas nécessairement de mouvement.)

2 Classification

On distingue :
* Les actions mécaniques de contact. Le modele associé dépendra de la nature du contact (ponctuel, linéique
ou surfacique).
* Les actions mécaniques exercées a distance (pesanteur, champ magnétique, champ électrique, etc.).

On distinguera également :
* les actions mécaniques intérieures a un ensemble de solides.
* les actions mécaniques extérieures a un ensemble de solides.

(= ~
Exemple 1:
Soit 'ensemble de trois solides : Sy, S et S3 exercant des efforts les uns sur les autres. Soit (E) le sous-
ensemble composé de S; U S,.
¢ L'action mécanique de S3 sur S est extérieure a (E).
¢ L'action mécanique de S; sur S, est intérieure a (E).
s a.m s
rd \
l’ \
\\\ ,l'
a.m.
extérieure extérieure
\ Y,
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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE C9-1

II. Modélisation locale et globale d’une action mécanique due a
une force

1 Modélisation locale d’'une action mécanique due a une force

Définition 2 : Force et vecteur

* Une force est une action mécanique représentée par un vecteur.
* La notion de vecteur est insuffisante a elle seule pour représenter complétement d’autres
actions mécaniques.

s N
Exemple 2 : Une masse suspendu a un cdble.
Laction du céable sur S est caractérisé par le
vecteur 75 passant par le point P.
\ J
5 Propriété 1 : Représentation d’'une action mécanique
e D’un point de vue local (en un certain point de I’ensemble étudié), nous admettrons qu'une
action mécanique est entierement définie par les 4 caractéristiques suivantes :
o sa direction,
o son sens,
o son intensité.
o son point d’application
* On admet ainsi que 'on peut toujours modéliser localement une action mécanique par un
vecteur lié (vecteur + point).
* On parle alors d'une force et de son point d’application : (I?P)
¢ Lanorme d’une force s’exprime en Newton (N).
« Pour une force F de point d’application P, la droite passant par P et dirigée par F est appelée
la droite d’action de la force F.
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C9-1
(= N
Exemple 3 : Tournevis plat
A\ —
y

Soit un tournevis plat (7), exercant une action mé-

canique sur la téte d'une vis (V) (modélisation sim- Fpiry Vis

plifiée).

¢ Au point A, l'action exercée par le tourne- B

vis sur la vis peut se modéliser par la force :
Far—v)=Fay (avec Fy<0)

e Au point B, I'action exercée par le tourne- Tournevis
vis sur la vis peut se modéliser par la force :
Fg(r—v)=Fgp Y (avec F5>0)

2 Modélisation globale d’'une action mécanique due a une force

a) Résultante des actions mécaniques

Définition 3 : Résultante des actions mécaniques

Soit un corps S subissant de la part d'un ensemble (E) une action mécanique modélisée localement
par “n” forces F;p_.s) de points d’application P; (fig.1). On définit alors le vecteur suivant :

n
Rip—s =) Fig—s) 1)
i

L appelé résultante des actions mécaniques exercées par (E) sur (S).

Résultante

FIGURE 1 — Résultante des actions mécaniques.
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C9-1

Exemple 4 : Tournevis

En reprenant I'exemple 3, la résultante de I'action du tournevis sur la vis est :

Rir-vy =

() Remarque 1 :

b) Moment des actions mécaniques

* Le probleme précédent étant symétrique, on peut écrire F4r_v) = —Fpr_v).

* Cequidonne: Rir—y) = 0.

e Or la vis subit pourtant bien une action mécanique globale de la part du tournevis! (Le tour-
nevis la fait tourner.)

* Laseule donnée de la résultante des actions mécaniques n’est donc pas suffisante pour mo-
déliser cette action.

P
W Définition 4 : Moment d’une force (seule)

On appelle moment en A de la force 1?; de point d’application P;, le vecteur

./%A(Pi’l?i

—_—

) =AP; \NF; 2

—

(A est un point quelconque de 'espace).

-\@'-Astuce 1:

Le moment d’'une force F, exprimé au point A correspond a une “force de rotation” créé par F autour du
point A. La direction de ce vecteur correspond a ’axe autour duquel cette “force de rotation” s’applique.
Le sens de ce vecteur est tel que cette “force de rotation” tourne dans le sens direct quand le vecteur pointe

Vers nous.

ﬁ Propriété 2:

Aeta= LZ—};;,Fi.
Alors :

i

|7

|=alF]

de la force’.

Soit (A;) la droite d’application de la force E ap-
pliquée au point P; (fig.??).
On note d la distance (orthogonale) entre (A;) et

3)

“La norme du moment en un point d'une force est
donc égale au produit de la norme de la force par
la distance qui sépare le point de la droite d’action

Cette distance d est appelée bras de levier.

N

(8 . .
Droite d'action
— de F,
Fi

P.

1

—_—
@M“H
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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE C9-1

N
Définition 5 : Moment résultant des actions mécaniques

Soit un corps S subissant de la part d'un ensemble (E) une action mécanique modélisée localement

par “n” forces F;p_g , de points d’application P; (fig.1). On appelle moment résultant en A de la
résultante I?; , le vecteur

i» 4

L (A est un point quelconque de I'espace).

() Remarque 2 :

Pour trouver le point d’application de 'effort ré- ®
sultant, il suffit de trouver le point P pour lequel

RE-s)
MpE-.s) = 0.Ainsi P, vérifie :

- n

Mp(E—5) = ZﬁAF;:H (5)
i=1

III. Torseurs des actions mécaniques extérieures

1 Définition du torseur

<
Définition 6 : Torseur des actions mécaniques extérieures

Toute action mécanique peut étre modélisée globalement par un torseur :

R
{Te—9}= { —E=9, } 6)
A

MpE-3)

L C’est le torseur, réduit en A, des actions mécaniques exercées par (E) sur (S).

2 Propriétés

a) Formule de changement de point

f! Propriété 3 : Formule de changement de point

Les propriétés des torseurs donnent la formule de changement de point suivante :

{Te-9}= { Sy, }= { s } (7
Al Aag—s g | MBE—5) = MarE—5+BANRE-s)
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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE C9-1

b) Comoment de torseurs

4 7
W Définition 7 : Comoment de torseurs
Soit deux torseurs I H(E — S) et T 2(E — S), tels que:
=1
THUE—S) = { EI(E S) }
A MYE=S)
et
R2(E—
THE—S) = { RAE=S }
A MAE=S)
Alors le comoment I H(E — S) ® T 2(E — S) s’obtient par:
TUE—S)®T2(E—S) =R (E—S) -M4(E— S)+ R*(E—S)- M4(E— 9). (8)
_ J

5 Propriété 4 : Automoment

L'automoment est le comoment d'un torseur par lui méme et est donc le produit scalaire de sa
résultante par son moment. Il est constant. On I'appelle “invariant scalaire du torseur”.

R(E—S)-Mu(E—S)= R(E—S)- Mp(E—S) )
Quelque soit A et B.
c¢) Torseur couple
( N
Définition 8 : Torseur couple
Le torseur d’action mécanique d'un ensemble matériel (E) sur un corps (S) est un couple s'il est de
la forme :
0
R
Al Aag-s)
avec,
MAE—s) F# 0.
(. J

Remarque 3 :

I Ce torseur est invariant.
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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE C9-1

d) Torseur arésultante ou glisseur

Définition 9 : Torseur a résultante ou glisseur

Le torseur d’action mécanique d'un ensemble matériel (E) sur un corps (S) est un torseur a résul-
tante s'il existe au moins un point A pour lequel il est de la forme :

R
{Tie-9}= { ‘% R } an
A

avec,

RiE-5#0.

et A un point de I’axe central du torseur. On appelle également ce torseur un glisseur.

Remarque 4 :

Si la résultante et le moment sont orthogonaux le torseur est un glisseur.

Si'automoment d’un torseur est nul alors c’est un glisseur.

e) Equiprojectivité

W Définition 10 : Equiprojectivité

| M p—s)- AB =My s AB. (12)

f) Axe central

P
W Définition 11 : Axe central

. o Mp(E—S)
e Un point central d'un torseur est un point o1 le mo- /
ment résultant a méme direction que la résultante
générale. ﬁ
e L'axe central d'un torseur est la droite constituée par
I’ensemble des points centraux. Il a méme direction
que la résultante du torseur. Laxe central n’existe
que sila résultante du torseur n’est pas nulle.
La position de la projection du point A sur I'axe central (que
I'on notera H) est obtenu par la relation suivante :

— E/\./ﬂ .,
AH = A(E—S)

= (13)
R2
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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE C9-1

IV. Actions mécaniques de contact

1 Actions réparties

La notion “d’action mécanique ponctuelle” n’existe pas dans le réel. Elles sont en réalité réparties sur une surface,
ou sur un volume. Les contacts entre solides sont en réalité surfaciques ou linéiques. Mais on peut représenter lo-
calement en chaque point de la surface une action mécanique locale appliquée a un élément de surface infiniment
petit.

> 4 ’
-7 \\\eoo,))

Surface S de contact \\‘
entre les deux solides \

tp(s1—s2)

Surface élémentaire ds,
infiniment petite, centré sur P.

( N

W Définition 12 : Densité surfacique d’effort et torseur d’action mécanique répartie

e Laction mécanique élémentaire de S; sur S se caractérise en chaque point P de la surface
de contact S par un vecteur :

N

fp(81—>52) (14)

appelé “densité surfacique d’effort” au point P de S sur Ss.
* In 15, €St homogeéne a une force par unité de surface (homogene a une pression).
* Pour rappel :
o une pression s’exprime en Pa (= N.m™
o On utilisera aussile Mpa (= N.mm2).
o On rappelle aussi que 1 bar = 10° pa.
* On définit alors completement 'action mécanique de contact de S; sur S, par le torseur

2y,

suivant :
Ip(s,—~sp 45 R
{Tisi—sn} = pes = { ﬂ—(sl“SZ) } (15)
AP A ds A A(S1—82)
A fPes fp(slﬁsz)
L appelé torseur d’action mécanique de contact de S; sur S,. )
Lycée La Martiniere Monplaisir Lyon 9/18 Classe préparatoire M.PS.I. et M.PLI.
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S; sur S,.

S; sur Sy.

P
W Définition 13 : Décomposition de la densité surfaciques d’efforts

Soit () le plan tangent commun a S; et a Sy en P, de normal 7i . On décompose alors :

_—

Tosi—s0 = (51— T Ip(51-5,)
—_—— ~— —

1 /I

Nps,—s, €St appelé densité surfacique normale ou pression au point P, des forces de contact de

Mp(s1—sy) = (fp(31ﬂ52) ’ n) .

tp(s,—s, €St appelé est appelé densité surfacique tangentielle au point P, des forces de contact de

[

tp(si—50) = r(si—s = P (s1—55)"

(16)

17

(18)

J

Lorsque ce sera possible (i.e. toute la surface (S) de contact est un plan ), on pourra aussi décomposer la résul-
tante du torseur d’action mécanique de contact comme suit :

:5 Propriété 5 : Pression d’un fluide au repos
Lorsqu’un solide S est plongé dans un fluide au repos F, celui-ci exerce une action mécanique ré-
partie, purement normale (pas tangentielle), d’intensité la valeur de la pression de ce fluide :

_—

IpF—s) = Mp(p—s)

R(s,—$,) = Ns,—s, + Ts, s, - (19) * Ns, s, estl'effort résultant normal,
he D * Ts, s, estl’effort résultant tangentiel.

(20)
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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE C9-1

-
Exemple 5 : Pression d’un fluide sur un vérin

Soit un vérin simple effet dont I'une de ses chambres contient un fluide F a une pression p. Les surfaces
delatige T du vérin, qui sont soumises a cette pression sont notées (1), (2) et (3).

On cherche a déterminer le torseur de I'action du fluide sur la tige du vérin T :
(T} ={TE-0} +{Twe-2} +{Tw-s}

* {Tr-n}

* {Jr—2} : (afaire ala maison)
° {ﬁF—»?g} : (a faire & la maison)

Lycée La Martiniere Monplaisir Lyon 11/18 Classe préparatoire M.PS.I. et M.PLI.
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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE C9-1

:5 Théoreme 1 : Théoreme de Pascal

Pour un fluide homogene et statique F, la pression effective en un point M, immergé a une profon-
deur A vaut:

pan =K1 g h+ parm. (21)

avec p(u = pression au point M (en pa), Py = pression atmosphérique (en pa), 1 = masse volu-
mique du fluide (en kgm[-3]) et h = profondeur (en m).

:5 Théoreme 2 : Théoreme d’Archimeéede

Dans le cas d’'un fluide F au repos, ou dans le cas d'un fluide parfait (sans viscosité), tout corps
S plongé dans ce fluide recoit, de la part de celui-ci, une action mécanique représentable par un
glisseur :

0

P= Z
{TE-9}= { Ty& 2 } (22)
G

ol G est le barycentre de la partie immergée, my = masse du fluide déplacé (en Kg), g est'accélé-
ration de pesanteur (en m-s2) et Z est le vecteur unitaire vertical ascendant.

(§)Remarque 5 : Contacts linéiques- Actions linéiques
Le principe de modélisation est le méme :
* On parle de densité linéique d’effort fP(sla S appliquée a un élément de ligne d/, en tout
point P d'une ligne L.
¢ On définit de méme I'action mécanique de contact de S; sur S, par le torseur suivant :

foisi—sy AL
1—82) R, —s
im0} = f P/ET’; [ ar [~ {JZLST% } )
A A 1—82)
A\ Jper P(81—-52)

* On décompose de laméme facon f), 5 en une composante normale et une composante
—_—

—S2)
tangentielle (de méme pour Rs, —.s,)) lorsque c’est possible).

2 Frottements et lois de Coulomb

Le frottement entre deux solides est défini comme une résistance au mouvement relative de ces deux solides. Cela
signifie que la présence de frottements entre deux solides fait apparaitre une action mécanique tangentielle d’'un
solide sur 'autre ayant tendance a s'opposer au mouvement désiré.

Ce phénomene est trés complexe, et il fait aujourd’hui encore 1'objet de recherches approfondies. Mais déja au
XVIII®™¢ sjecle, Charles de Coulomb s'intéressait aux frottements, et mit en place des lois qui modélisent assez bien
les conséquences du phénomene sur les actions mécaniques induites. Ce sont des lois, des modeles, elles sont donc
issues de I'expérience et n'ont pas de fondement théorique, mais elles permettent en premiere approche d’évaluer
correctement |'ordre de grandeur des actions mécaniques générées par les frottements.

Lycée La Martiniere Monplaisir Lyon 12/18 Classe préparatoire M.PS.I. et M.PLI.
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a) Présentation du probléme

P
W Définition 14 :

Soit deux solides (ou ensembles) S; et S, en
contact. Soit P un point appartenant a la zone de
contact, tel que 'action répartie au point P est :

fp(S1 = 82) =np(S1— S2) +1,(S1— S2) | (24)

ou n,(S;— Sz) et £,(S; — S2) sont respective-
ment les pressions normales et tangentielles.

_— >
t51-5,)

P ———
Wires,/s)

b) Modélisation

P
W Définition 15 : Lois de Coulomb

Leur norme est donnée par :
Adhérence V(P€ S,/S;)=0:

” 1p(S1— 52)“ <f*

RCEH] [

Les lois de Coulomb permettent de caractériser les vecteurs 1, (S1 — S2) et 11,(S1 — Sa).

Glissement V(P € S2/87) # 0:

[os=si|=rlme—si] | e

1,(S1— SHAV(PESS) =10

15(S1— S2)- V(P € S2/81) <0,

f et f* sont respectivement appelés coefficient de frottement et d’adhérence entre S; et S,.
La direction de n,(S; — S2) est celle de la normale au plan tangent au contact.

La direction de £,(S; — S2) est comprise dans le plan tangent au contact et telle que :

Pour exploiter les conditions sur les normes il est parfois utile de déterminer le sens de £, (S; — S2) :
Laction tangentielle de S; sur S, s’'oppose au mouvement (éventuel) de S,/S; :

@27

(28)

() Remarque 6 :

rame d’'un bateau qui bouge dans I'eau).

» Enréalité, le coefficient d’adhérence est 1égérement supérieur au coefficient de frottement :
f* > f.Mais dans la pratique de la modélisation, on considérera généralement f* = f.

* Le modele ci-dessus concerne les frottements dits “frottements secs”, par opposition aux
“frottements visqueux” faisant intervenir la vitesse de déplacement (comme par exemple la

e f dépend du couple de matériaux en contact, mais aussi de la lubrification, de la tempéra-
ture, de I'état de surface... Quelques valeurs (sans lubrification) :

Couples acier/acier | acier/coussinet
maté-
riaux

fonte/ garni-
ture de freins

pneus/route
seche

contact sans
frottement

f 0,1a0,2 0,032a0,2

0,4

0,62a0,7

La résistance au mouvement est proportionnelle a f.
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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE C9-1

c¢) Cone de frottement et adhérence

N
Cone de frottement 2

A

T(s1-s,)

3D

. - >
.
4 / S
’ / S
[ N
—_—————

\é\
Y

(

{
\
\

\@(51_)52) \\\

V(pes,/s,)

II

T(s1-s,)

3D 2D

FIGURE 3 - Actions mécaniques résultante dans le cone de frottement (cas de I'adhérence).

V. Actions mécaniques de distance

1 Modélisation de I'action mécanique de pesanteur

Nous nous intéresserons ici uniquement a ’action mécanique de pesanteur s’appliquant sur un ensemble matériel
S de masse M, de volume V. Soit un repére Ry = (O, 0, v,0, l/z()) lié a la Terre, avec v,0 vertical ascendant.

Lycée La Martiniere Monplaisir Lyon 14 /18 Classe préparatoire M.PS.I. et M.PLI.
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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE C9-1

(S)

* g = —g v,0: Accélération de la pesanteur : avec g = — dV Z
9.81m-s72. p ¥

* p:masse volumique du matériaude S (en Kg-m™3). — . 0 >

* p'g :Densité volumique d’effort (en N- m=3). pe %o Y

Soit {T(Terre—s)} le torseur d’action mécanique a distance exercé par le champ de pesanteur sur S.

gdv gdm
{LG/_(Terre—>S)} = { 4'R(Terre—>5) }: PEVp 8 = PeV 8
Al Aacerre—s) f APA(pg)dV f APAg dm
A PeV A PeV

— N
W Définition 16 : Géométrie de masse
Masse du solide : M= f dm = p-dV (29)
PeV PeV
Centre de gravité G : c’est le barycentre des points du solide pondéré de la masse volumique :
MAG=| APdm 30)
PeV
Expression de I’action mécanique au centre de gravité
-M 56
{ﬁTerre—»S)} = { Bg } (31)
G
\ J

2 Méthodologie pour déterminer le centre de masse

Voir figure 4

VII. Cas des liaisons sans frottement

1 Casdesliaisons usuelles en 3D

On considere les liaisons réalisées par contact direct entre deux pieces, sans frottement et sans jeu (liaisons par-
faites). Le torseur d’action de contact est aussi appelé torseur statique, torseur d’inter-efforts ou torseur transmissible.
On se donne un repére R = (O, X, 7, 7) centré sur chaque liaison. Dans le cas des liaisons entre une piece S; et Sy, les
composantes du torseur seront souvent exprimées avec les notations de torseur-colonne suivantes :

X2 L2
{Ta-2}= Yi2 Mi
Z12 Ni2

P (%,7.2)

* Xj2,Y12 et Z12 sont les projections de la résultante dans la base (¥, ,Z),

e Li,Mi; et Nip sont les projections du moment en P dans labase (¥, ,Z).
On donne alors le tableau 1.
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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE C9-1

Nom Paramétrage Torseur statique

X

Liaisons pivot 2 ®
d’axe (A) = (0, %)
YMe (0,X) @
)

7» 2
Liaisons glissiére ®
de direction ¥
VM
1 1
< 2
Liaisons hélicoidale 2 ®
d’axe (A) = (0, %) et de pas p
VMe (0,%) @ ~
1 1 X
_— — 2
Liaison pivot glissant 2 E(D X
d’axe (A) = (0, %) b
YMe (0,%)
1 1
2

Liaison sphérique b
de centre O
1
| —

Liaison plane
de normale X
VM

Liaison sphérique a doigt
de centre O, d’axes y et Z

Liaison sphere-cylindre ou
linéaire annulaire
d’axe (0, %)

O centre de la sphere

Liaison cylindre-plan ou

X |2
linéaire rectiligne ® l__l_l
d’axe (O, X) et de normale y
]

YMe(0,%,7)

Liaison sphere-plan ou

ponctuelle de normale (O, X) TX @ <
YMe(0,%) ®

2
Liaison encastrement
YM .

TABLE 1 — Tableau des torseurs des actions mécaniques transmissibles pour les liaisons mécaniques usuelles
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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE C9-1

2 Cas particulier du 2D

On dit qu'un probléme est plan lorsque les résultantes n'ont pas de composante suivant la normale a ce plan
et lorsque les moments sont dirigés suivant cette normale. Les torseurs peuvent alors se simplifier. Ainsi, pour un
probléme plan de normale Z et pour une liaison pivot d’axe (O, Z ) :

X L X =
Son torseur Y M s’écrit : Y =
ol Z 0 ) 7 ol x 0 ) %
soit un glisseur dont le support, situé dans le plan (O, X,y ), passe par O.
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C9 : ANALYSE ET RESOLUTION CINEMATIQUE

C9-1

Lensemble

matériel E non

oui

'

G appartient a
I'intersection
des éléments

de symétrie

Possede-t-il
des symétries?

v

On décompose E
en solides élémentaires S,

oui Les solides S, non
Possédent-t-ils

v

des symétries?

G, appartient a
I'intersection
des éléments

de symétrie
[
Pour chaque S, on calcule
les composantes non déterminées de G,
TG = 1%17/ x dm
1 PesS;
0G,=— [ OPdm

Mi PesS;

Yyai = ﬁ/ y dm
J PES;

1
2Gi = 3 /PES zdm

v

1 ~—
@:MZOGi-Mi

S.eFE

On utilise la formule du barycentre
projetée sur les axes choisis

1
IG:ﬁZTGW]\Jl
S;€E

ve =1 > vai- M;
Si€E

1
Zciﬁ E Z(;,;'Af,;
SieE

FIGURE 4 — Méthode pour déterminer la position du centre de gravité d'un solide
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