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I. Systéme du second ordre

boles et des unités adéquats.

1 Définition

Définition 1 : Systeme du second ordre

par une équation différentielle de la forme :

On appelle systeme du deuxiéme ordre fondamental tout systeme linéaire, continu et invariant régi

1 d%s(t) . 2¢ ds(1)
a)oz dar? wo

ar +s(t)=Ke(r) 1)




C6 : CHAINES DE SOLIDES C6-2

:5 Propriété1:

La fonction de transfert de ces systemes peut s’écrire sous la forme canonique suivante :

Hp) =———7—. )
w%)zp2+3)—ip+1

* K estle gain statique,
¢ { estle coefficient d’amortissement,
* wy est la pulsation propre (en rad s7!).

() Remarque 1:

On parle de systeme du second ordre fondamental par opposition a un systeme généralisé, pour
lequel le membre de droite de I'équation 1 est une équation différentielle du 1¢” ordre. Dans ce cas,
la fonction de transfert généralisée sera de la forme :

K(1+1p)

H(p) = 3)

2, 02
1+w0p+w(2]

2 Exemple du cours

P
Exemple 1 : Ressort et amortisseur avec prise en compte de la masse de la tige

Reprenons 'exemple de la partie précédente mais sans négliger la masse m de la tige. Le principe fonda-
mental de la dynamique appliqué a la tige donne maintenant :

ds(t) mdzs(t)

dt dr?
On obtient bien ici une équation différentielle de degré 2, ce qui montre que le systéme est du deuxiéme
ordre. Avec les conditions initiales nulles (s(f = 0) = 0 et s'( = 0) = 0), on peut écrire dans le domaine de
Laplace :

k(e(t)—s(t)—c-

m-p2-S(p)+c-p-S(p)+k-S(p)=k-E(p).

On obtient alors I'expression de la transmittance :

S(p) K
H(p)=E(p)= .
p w_ozp + aTop +1
Avec,
e K=1,
_ .|k

® W= m’

_ Ccw
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C6 : CHAINES DE SOLIDES C6-2

II. Caractérisations de la réponse d’un systéme du second ordre

On reprend la transformée d'un échelon : E(p) = %0. La sortie sera donc :

K ey Keowg

S(p)=H(p) E(p) = =
p(a%ozpz+ %ip+ 1) p(p? +26wop +wy)

1 Comportement asymptotique :

On cherche a déterminer le comportement asymptotique (valeur et dérivée) de la réponse s(¢) au voisinage de 0
et +oo. Pour cela, on utilise les théorémes des valeurs limites.
Au voisinage de 0 :
Au voisinage de +oo:

au final :

ﬁ Propriété 2:

La réponse d'une systeme du deuxiéme ordre sollicité par un échelon possede :
* une asymptote horizontale d’équation s(¢) = k ey au voisinage de +oo,
* une tangente horizontale au voisinage de 0.

2 Comportement temporel

Pour calculer s(t), il faut décomposer S(p) en éléments simples. Cette opération débute par le calcul des pdles de
la fonction de transfert.

Définition 2 : pdles de la fonction de transfert

| On appelle poles de la fonction de transfert les “zéros” du dénominateur (c’est a dire les racines).

Discriminant : A = (2&wg)? — 4w§ = 4(0% (€2-1)
Trois cas sont possibles :

a) Casoué>1—A>0:2pdlesréels:

p1 =wo|—¢+VEE-1
p2 =wo|-{—VE -1
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C6 : CHAINES DE SOLIDES C6-2

avec py p2 = w%. La sortie peut alors se décomposé de la maniére suivante :

2

S) K ep wy
p =
p(p-p)(p-p2)
(A B c
= Kepwy | — + +

(P - Pl) (p- Pz)

Il reste a identifier A, Bet C :

Définition 3 :

| 1lsagit d'un régime apériodique(voir fig.2).

b) Casoui{=1— A=0:1poleréel double:

n=r=r=—-wo

La décomposition en éléments simple est alors :

K eq w?
S(p)=—0 02
p(p-r)
A B C
=—+ +
p (p-1r (p-r)?
On trouve au final :
s()=Kep[1-(1+wo e ] u(p). (5)

Définition 4 :

| On parle alors de régime apériodique critique (voir fig.2).
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C6 : CHAINES DE SOLIDES C6-2

c¢) Casoué<1— A<0:2pdles complexes:
La décomposition en éléments simple est alors :

Ke()(,()o
p(p? +28wop + W)
_A+ Bp+C
P p2+2éwgp +wl

S(p) =

Larésolution et le retour dans le domaine temporel donne alors :

1— e ¢wot (COS (wo\/g t) + ¢ > sin (a)o\/g t))

1-¢

s(H)=K eg u(r). (6)

Remarque 2 :

En posant & = cos(¢) et /1 — &2 = sin(¢h), le résultat peut se simplifier sous la forme :

e*(fu)ot
s(t)=K e [1——sin(w0\/l—£2 t+(/>)
/1-&2

1-

u(t). Q]

W Définition 5 :

| Cerégime est dit régime oscillatoire amorti ou pseudo-périodique (voir fig.2).

Remarque 3 :

Pour un second ordre généralisé, le dénominateur de la fonction de transfert étant le méme que
pour le second ordre fondamental, la décomposition en éléments simples sera de la méme forme et
donc la réponse temporelle aura la méme allure.

Dans ce dernier cas on peut considérer un certain nombre de grandeurs

Pseudo-pulsation | w,=wg\/1—¢? Dépassement relatif Dr = smar—e = exp( 715”62)
Pseudo-période T, = 2m _ _ 2% Temps de montée tm = ; (m— Arccos($))
Wp woy/ 1—52 wo /1_{2

Temps de pic pic = —F— Temps de réponse a 5% pour ¢ =0,7 trgo = wio
(6]
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FIGURE 1 — Définition des différentes grandeurs pour un régime pseudo-périodique.

3 Quantification de la réponse indicielle d'un second ordre

a) Analyse paramétrique

Les courbes représentées sur la figure 2 permet de comparer les réponses indicielles pour un systéme du second
ordre selon les valeurs de ¢ et wyg.
¢ Le parametre ¢ contribue a Pamortissement du systéme mais également la diminution de la rapidité.
¢ Le parametre w, augmente la rapidité du systéme mais contribue a augmenter I'instabilité car il diminue la
période d’oscillation du régime pseudo-harmonique.
* Lorsque ¢ augmente, le comportement du systéme se rapproche de celui d'un premier ordre.

b) Rapidité

5 Propriété 3 : Rapidité
Le temps de réponse pour un systeme du second ordre dépend du coefficient d’amortissement ¢.
Pour une valeur de ¢ donnée, il existe une relation entre wq et ¢, . Cette relation est donnée par
I'abaque figure 3. On retiendra en particulier :
e le temps de réponse minimum obtenu pour ¢ = 0,7 avec £, wg = 3,
* le temps de réponse en régime apériodique critique ({ =1) : f, w9 =5
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FIGURE 2 - Illustration des différents régimes en fonctions de 'amortissement ¢.

c) Précision
La encore, elle est définie par I’erreur statique :

£5= }Lllgole(t) —s(1)]

(toujours en faisant attention a '’homogénéité des grandeurs.)
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FIGURE 3 - Temps de réponses réduit en fonction de ¢
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FIGURE 4 - Pseudo-période en fonction de la pulsation propre.
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