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I. Systeme continu, linéaire et invariant

W Définition 1 : Systéme linéaire

Un systeme est dit linéaire si, lorsque s; () et s»(#) sont res-
pectivement les réponses de e; (£) et ez (1), alors s1(£) + A2 (1) &(t) = Systéme —si(t)
estla réponse de e (t) + Ae» () pour tout réel A.

(@) Remarque 1:

Les causes de “non-linéarité” sont multiples. En dehors de la non-linéarité intrinseque de certains
systémes mécaniques, on distingue :

e la saturation (amplification, butée mécanique),

¢ le seuil (filtre, frottement),

* le phénomene d’Hystérésis (électromagnétisme, jeux mécaniques).
Un systeme réel est en général non linéaire, mais il est parfois possible, en se limitant a un domaine
donné, d’en approcher le comportement par des approximations linéaires.

Définition 2 : Systeme continu

Un systéme se défini comme continu si les fonctions qui le caractérisent (entrées, sorties, pertur-
bations) sont des fonctions continues du temps. On parle alors de systémes analogiques.

Remarque 2 :

Lutilisation de systémes informatiques impose le traitement de systémes échantillonnés (ou numé-
riques), ce qui nécessite des convertisseurs des grandeurs continues en grandeurs échantillonnées,
et inversement.

e(t) ety _
7 r.
. I.\ -
[111,,
(a) Grandeur continue (b) Grandeur discréte ou échan-
tillonnée

FIGURE 1 - Différents modes de signaux

Définition 3 : Systéme invariant

Un systeme est invariant si la relation entrée-sortie ne se modifie pas dans le temps (le systéme ne
vieillit pas). Si s(¢) estla réponse a e(t), alors V7, s(t + 1) est la réponse a e(t + 7).
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II. Performances de systémes asservis

1 Consignes, Perturbations et réponses

P
W Définition 4 : Consignes, Perturbations et réponses

Les consignes et les perturbations se définissent comme étant les entrées du systeme :

* Les consignes sont les entrées imposées au systemes. Elles sont maitrisées, peuvent se pré-
sentées sous différentes formes et peuvent étre utilisées pour vérifier les performance des
systemes (signaux tests).

* Les perturbations sont les entrées non-maitrisées pour le systeme et peuvent venir modifier
le comportement de ce dernier.

Pour quantifier les performances d'un systeme nous étudions alors les réponses (sortie) en fonc-
tion du type de consigne. Nous pouvons également vérifier la stabilité d'un systéme vis-a-vis d'une

perturbation.
\ J

2 Définition de signaux canoniques (ou tests)

Définition 5 : Signal
Un “signal” est une grandeur physique mesurable porteuse d’'une information. Linformation est

contenue dans la valeur ou dans la forme de variation du signal. Exemples : tension (V), vitesse
(m.s™h, déplacement (m), force (N), température (°C).

Généralement des signaux canoniques sont utilisés pour étudier les effets sur les réponses d'un systéme et ainsi
en vérifier les performances. On pourra appliquer ces signaux tests de maniére expérimentale ou théorique a 'aide
d’'une modélisation du systéeme.

Les fonctions d’entrée les plus couramment utilisées sont présentées ci-dessous.

Echelon Rampe

L'échelon unitaire (ou échelon-unité) est définie par
'expression :

u(t)z{ 0 sit<O

La rampe est un fonction linaire (dans sa partie positive),
définie par :

1 sit=0
e()=atu(r )
e(t) = Au(t) @
ol A est un scalaire constant appelé amplitude de ou u(t)e?tt)l échelon unité et @ un scalaire.
Iéchelon.
e(t) A
a
A

>

t
Lycée La Martiniere Monplaisir Lyon 3719 Classe préparatoire M.PS.I. et M.PLI.

Année 2024 - 2025



C2 : MODELISATION DES SYSTEMES ASSERVIS C2-2

Sinusoide ou harmonique Dirac

Notée d (), la fonction dirac correspond a un créneau de
durée infiniment petite (t — 0), d'une amplitude

®)| infiniment grande (A — +00), et telle que 'aire sous la
courbe soit égale a 1. Elle se résume donc a une impulsion
instantanée. Si f;(t) estla fonction créneau suivante :

\ e(t) = A sin(wt) u(f)

ou u(t) estl’échelon unité, A et w sont des constantes,
respectivement I’amplitude et la fréquence du sinus.

A
e(t) - L vre(or)
A---- - Em e EEEEEEEE T - O Vts{[O;T]
9 alors la définition de la fonction dirac sera :
T
w -
° ;t 6(t) _lli%ff(t) 4)

e(t)

=Y

=Y

Dirac

Créneau

3 Comportement dynamique de la sortie

Qﬁ’ Définition 6 : Systéme dynamique
Un systéme est dynamique si la grandeur de sortie dépend des valeurs présentes et passées de la
grandeur d’entrée (effet “mémoire”). Si elle ne dépend que de la valeur présente le systeme est dit

instantané.

Laréponse d'un systeme s'étudie en fonction du temps. On peut quantifier la performance d'un systeme en terme

de forme temporelle de la sortie.

-
< . .
Exemple 1: Régulation en altitude de I’A.R. Drone

Plagons nous par exemple dans le cas de '’A.R. Drone. On souhaite appliquer une consigne en échelon
(e(1)) proportionnelle a une altitude souhaitée (s(f) = F(¢)). Le systeme ne donne pas instantanément la
réponse souhaitée. La figure 2 donne un exemple de |'évolution de la sortie en fonction du temps.
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s(t)

Sth

e(t)

Régime transitoire

Régime établi (a 5% prés)

tra 5%

FIGURE 2 — Evaluation de la rapidité d'un systéeme

(a) Systéme lent

FIGURE 3 — Evaluation de la rapidité d’un systéeme

Y

(b) Systéme rapide

Y

On atteint le régime établi ou permanent aprés une période de transition de durée ¢, (temps de réponse ou d’éta-
blissement). Les oscillations apparues dans le régime transitoire sont amorties pour disparaitre dans le régime per-
manent. Lentrée est amplifiée par le gain. La performance de la réponse peut étre quantifiée selon plusieurs aspects.

a) Rapidité

W Définition 7 : Rapidité

Larapidité d'un systeme concerne 'aspect dynamique de la performance d'un systéme et se définie

comme son aptitude a atteindre rapidement la consigne souhaitée. Les figures 3 (a) et (b) comparent
deux systemes lents et rapides.

Lycée La Martiniere Monplaisir Lyon

5/19

Classe préparatoire M.PS.1. et M.PL.L

Année 2024 - 2025



C2 : MODELISATION DES SYSTEMES ASSERVIS C2-2

:5 Propriété 1 : Temps de réponse a 5%
La rapidité se caractérise par la durée que le signal met pour se stabiliser autour de valeurs com-

prises entre 95% et 105% de la valeur asymptotique a 'infinie (ss). On’appelle le temps de réponse
a5% et on le note 59 ou tyo5 (figure 4).

50, T

FIGURE 4 — Temps de réponse a 5%

b) Précision

Définition 8 : Précision
La précision se caractérise par la valeur de I’écart entre la réponse souhaité théorique d'un systeme
(s¢) etlaréponse obtenue.

On pourra quantifier cet écart en cours de réponse (précision dynamique) ou une fois la réponse obtenue (préci-
sion statique).

Précision statique: Elle caractérise I'écart en régime permanent entre la réponse souhaitée théorique (s;,) etla ré-
ponse obtenue asymptotique en régime établi (so). On peut I'exprimer en valeur absolue ou relative (%). On distingue
parmi les écarts statiques :
* Perreur statique (ou de position) : Elle se mesure sur la réponse a un échelon. C’estI'écart €5 entre la réponse
souhaitée et la réponse obtenue en régime permanent.

€5 = €0 = |Soo = Sepl = 1M [$(£) = sy
t—+o00
avec e(t) = A u(r).

¢ Perreur de trainage (ou de vitesse) : Elle se mesure sur la réponse a une rampe. C’est'écart ey entre la réponse
souhaitée et la réponse obtenue en régime permanent. Elle peut étre infinie.

Ey = €] = [Soo — Sppl = lim |S(2) = s¢pl
r—+o0

avece(t) = At u(r).

Précision dynamique: Elle caractérise l’écart en régime transitoire entre la réponse souhaitée et la réponse obtenue
d’un point de vue instantané. On définit ainsi I'’erreur dynamique €p(¢) instantanément en fonction du temps (figure
3 (a)). Cette définition est valable quel que soit le signal de consigne. Les erreurs statique et de trainage peuvent étre
obtenues en cherchant la limite de I'erreur dynamique quand t tend vers I'infini (régime permanent).
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Régime Régime Régime Régime
transitoire  permanent transitoire permanent
(a) Erreur statique

(b) Erreur de trainage

FIGURE 5 — Définition des erreurs statiques et de trainage des systémes

Remarque 3 : Calcul de Uerreur en pratique

En pratique 'erreur sera calculée en prenant I’écart entre 'entrée e(#) et la sortie s(¢) (a un coeffi-
cient pres appelé gain statique)

e= lim |e(t) — s(t)].
—+o0o

Q)

c) Stabilité

g’ Définition 9 : Stabilité

La stabilité traduit la propriété de convergence temporelle asymptotique vers un état d’équilibre

sous l'effet d'une sollicitation de type échelon. Les figures 6 (a) et (b) illustrent donc la différence
entre un systeme amorti et non amorti donc instable.

s(t) 4

Y

T
Mal amorti Instable

FIGURE 6 — Evaluation de la stabilité d'un systéme
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C2 : MODELISATION DES SYSTEMES ASSERVIS C2-2

III. Représentation des systémes asservis

1 Représentation a I'aide d’'un schéma bloc

Un systéeme asservi se représente a 'aide de blocs élémentaires fonctionnels. L'assemblage des blocs élémen-
taires constitue le schéma bloc et permet de représenter la modélisation d'un systeme. Chaque bloc fonctionnel est
représenté par une fonction de transfert.

a) Lesblocs élémentaires

Le bloc élémentaire représente une fonction élémentaire.
Si f est le nom de cette fonction, e(t) une consigne et s(f) e (t) S (t)

la réponse, alors : —>» E Ié ment >
s(t) = f (e(r)). (6)

Exemple 2:
¢ Résistance électrique R: u®=Ri®
i(t)
——
i(t) uty u@ R
—>» Résistance —>
]
¢ Ressort de raideur K:
F(t) =—-K (x(t) — x0)
x0
e(t)=F(t) s(t)=x(t)-x0
—>» Ressort [—> F(t)
x(t)

Remarque 4 :
q

| On remarquera que la relation entre la sollicitation et la réponse peut-étre une équation différen-
tielle, parfois complexe a résoudre.

Les blocs peuvent étre assemblés en série pour obtenir une combinaison de fonctions (fig.7). Si fi et f> sont les
fonctions relatives aux bloc 1 et 2, alors la réponse finale sera définie par :

(0= fle2(0) = f5 (fi (e1(0) | )

Lycée La Martiniere Monplaisir Lyon 8/19 Classe préparatoire M.PS.I. et M.PLI.
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C2 : MODELISATION DES SYSTEMES ASSERVIS C2-2

ei(t) s1(t) = e2(t) s2(t)
—> Elément 1 —>Elément 2 ——>

FIGURE 7 - Composition de blocs élémentaires
b) Lesjonctions

Les Comparateurs (ou sommateur) : ces éléments permettent d’additionner (ou de soustraire) plusieurs informa-
tions homogenes (fig.??).
Yit)

s(8) =x(8) + y(t) — z(1)

Exemple de comparateur

Dérivation - Points de prélévement : les connexions entre les blocs peuvent avoir des dérivations. Ainsi la sortie
d’'un bloc peut étre reliée a I'entrée de plusieurs autres blocs. C’est notamment le cas des points de prélevement qui
permettent de ramener une information en amont du schéma.

S(t) S(t)
—> > >

FIGURE 8 - Exemple de point de prélévement

Remarque 5 :

* Concretement, ce prélevement peut-étre réalisé par le biais de capteurs.
e Un signal n’est pas modifié par le prélevement de sa valeur

c) Boucles ouvertes - Boucles fermées

* Boucle ouverte: Le systeme peut-étre composé exclusivement de blocs en série. On parle alors de systéme ouvert
ou boucle ouverte (fig.9).

) S(t)

— — o R

FIGURE 9 — Boucle ouverte

Les systéemes en boucles ouvertes n'ont aucun retour sur la réponse. Si le systeme n'est pas précis, ou s’il y a des
perturbations, il n’y a aucun moyen de corriger le défaut.

* Boucle fermée: On parle de boucle fermée lorsque 'une des grandeur est prélevée et réutilisée en amont (fig.10).
Dans ce cas, on séparera les blocs en deux groupes :

Lycée La Martiniere Monplaisir Lyon 9/19 Classe préparatoire M.PS.I. et M.PLI.
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e Lachaine directe : c’est'ensemble des blocs directement placés entre la consigne et la réponse finale.
¢ Lachaine de retour: c’est’ensemble des blocs qui permettent de remonter I'information.

Chaine directe

€w) St

— >

Y

A

A

Chaine de retour

FIGURE 10 — Boucle fermée, composée de la chaine directe et de la chaine de retour

Les systémes en boucle fermée permettent en particulier d’adapter la consigne en fonction de la réponse pour y
apporter d’éventuelles corrections.
Classiquement la structure générale d'un systéme asservi se présente sous la forme du schéma bloc suivant.

d) Structure des systémes asservis

Un systeme asservi peut étre décomposé en deux grandes parties que 'on peut représenter a 'aide d’'un schéma
bloc:
¢ Lapartie commande (celle qui va traiter les données recu de |'extérieur, mais aussi issues de I'état du systéme)
» La partie opérative (qui va agir pour générer le résultat du systéme)

Commande (régulateur)
Perturbations

e(t) Erreur | Calculateur | Ordre Energie S(t)

Préactionneur
Correcteur [ Actionneur —> Processus >

Mesure

Capteur |

Chaine de retour

FIGURE 11 - Structure générale du systéme asservi

2 Equations différentielles

On démontre qu'un systéme dynamique linéaire, continu et invariant est toujours régi par une équation différen-
tielle linéaire a coefficients constants. Cette équation différentielle est toujours de la forme :

ds(1) d’s(1) de(t) d™s(1)
s(H+a +..+a, ——=bpe(t)+b +ut by — 8
do () +a — an 0e()+br = m = m ®)
ou:
* ag, ay, -, an, bo, b1, ---, by, sont des constantes (invariants).
. dd;,(f) est la dérivée d’ordre n de s(1).

e L'équation s’exprime en fonction de s(f) et de e(¢) ainsi que de leurs dérivées successives par rapport au temps
(linéarité).
* On appelle ordre du systeme le coefficient .

Lycée La Martiniere Monplaisir Lyon 10/19 Classe préparatoire M.PS.I. et M.PLI.
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P
Exemple 3 : Circuit RL

Un circuit RL est habituellement utilisé pour modélisé des systémes tels que les moteurs a courant

continu ou des filtres.
L m i(t)
A

Les équations électriques du circuit sont les suivantes :

ety = LD

+Ri(D).

Si on veut donner une relation entre u(z) et I'entrée e(?), il faut traduire I'équation différentiel par une
relation simple.
Les transformées de Laplace donnée dans la partie suivantes permettent de modéliser et de résoudre

L plus simplement ces équation. )

W Définition 10 : Systeme causal

Pour un systeme physique, I'effet ne peut précéder la cause. Donc la sortie s(#) a la date t ne peut
dépendre que des entrées aux dates ¢’ < t. Un systéme vérifiant cette propriété est dit causal. Cela
se traduit sur la relation différentielle par m < n. De plus, on prendra pour référence ¢ = 0, donc un
systéme causal vérifie que V¢ <0, e(¢) = 0.

3 Fonctions de transfert

a) Définition et propriétés

Définition 11 : Transformée de Laplace

Soit f une fonction de la variable réelle ¢ € R et supposée nulle pour ¢ < 0, on appelle Transformée
de Laplace de f, la fonction F définie par:

+00
Fip)=Z[f®] =/0 e PLf(t) dt. 9)

* p:Variable complexe.
e Pour I'asservissement, ¢ est le temps et on se limite aux fonctions causales, c’est a dire les

L fonctions f telles que f(t) =0 pour ¢ <0. )

Lycée La Martiniere Monplaisir Lyon 11/19 Classe préparatoire M.PS.I. et M.PLI.
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Remarque 6 :

On note
Fip)=2Z[f(]=TZL[f )]

ol F(p) est'image de f(t). F(p) estla transformée de Laplace de f(t), et f(t) est 'original de F(p).
Lobjectif des transformées de Laplace est de ramener I'étude du comportement de ce systéme, a la
résolution d'un systéme algébrique au lieu de résoudre des équations différentielles.

:! Propriété 2 :
| * Unicité: a f(¢) correspond F(p) unique, a F(p) correspond f(¢) unique.
e Linéarité: < [a fi(D+P (D] =a L [A)]+B L[ f(1)]

b) Théoreme généraux

Facteur d’échelle :
1 (p
Z[fan] = EF(;). (10)
Retard :
L[fa-n]=eTPF(p).| (11)
Amortissement :
L[ 0] =F(p+o).| (12)
Dérivation premiere :
af _
ZL|=|=pFp)-fO). (13)
dt
Dérivation seconde :
af)_ -
L\ 5| =P Fp) -p fO) =107, (14)
Intégration :
1 (07) dg(1)
Z[gt)] =—Fp)+ & avec f(1) = 2820 (15)
p dat
Théoréme aux limites
e N
Wr Définition 12 : Théorémes aux limites
Théoréme de la valeur finale: Sile systéme est stable,
zEIPoof(t) = ;)lil})p F(p). (16)
Théoréme de la valeur initiale :
}:lil(l)f(l') :pLHPoopF(p)' 17)
\ J

Il est ainsi possible de connaitre la valeur finale de la réponse d’'un systéme par la seule donnée de sa transformée.
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C2 : MODELISATION DES SYSTEMES ASSERVIS C2-2

c¢) Fonctions de transfert de usuelles

Pour rappel : u(t) estla fonction échelon unitaire.

f@ F(p)=2Z[f®)] f F(p)=2[f1)]
u(r) 1 sin(wt) u(r) %
p p’+w
K u(t) K cos(?) u(t) _P
p p? +w?
Ktu(t) % sinh(w?) u(f) #
e~ Myu(p) L cosh(w?) u(t) %
pta pP-w
n! w
n —at o3
t"u(r) p”“ e “sin(wt)u(r) —(p+a)2+w2
n! B p+a
at 4n at -
e t"u(r) (p—a)”“ e 4cos(wt)u(t) (p+a)2+a)2
6(1) 1 Ko6(t) K

d) Fonction de transfert a partir des équations différentielles
Si les conditions initiales sont nulles I'’équation différentielle vue précédemment :

ds(t) d’s(r) de(t) d™e(r)
T +..+ay P =bge(t)+ b; P +'"+bmW

peut s’écrire en utilisant la transformée de Laplace :

ap s(t) + ay

apS(p)+a1 pS(p)+...+an p" S(p) =by E(p)+ b1 p E(p) +...+ by, p™* E(p).

D’ol

_S(p) _bo+tbyp+..+bymp"
CE(p) ap+aip+..+a,pt’

H(p) (18)

H(p) est appelée fonction de transfert du systéme (ou transmittance).
Ce qui permet d’obtenir la valeur instantanée de la sortie, pour une entrée donnée, en repassant dans le domaine
temporel a 'aide de la transformation de Laplace inverse.

f! Propriété 3 :

* On appelle pbles de la fonction de transfert les valeurs de p qui annulent son dénominateur;
* les zéros celles qui annulent son numérateur.
e Le degré n du dénominateur est appelé ordre du systeme.

K 1+bip+..+byp™
H(p)= —— P mP_ (19)
p* 1+dip+..+dup

est la forme canonique de H(p).
* On appelle K le gain du systéme et a sa classe.
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C2 : MODELISATION DES SYSTEMES ASSERVIS C2-2

4 Manipulations de schémas-blocs

Un schéma-bloc n’est pas figé. On peut le représenter de différente maniére, sans que cela ne change le résultat.
Lintérét est notamment de pouvoir le simplifier.

a) Blocs en série:

Dans le domaine de Laplace, les blocs en série (fig.12) se multiplient entre eux.

Ewm
EE——

Si(p) Sa(p) S(p)
Hl(p) > Hz(p) > Ha(p) >

FIGURE 12 - Blocs en série

b) Blocs en parallele:

Les blocs en parallele font nécessairement intervenir des comparateurs.

> H.p)

Si(p)

=

> H.p)

> Hip)

FIGURE 13 - Blocs en parallele

Le calcul ci-dessous reprend la structure de la figure 13.
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c) Systéemes bouclés

Une commande en boucle fermée peut se mettre sous la forme de la figure 14

Ew £(p) S
G >

R(p)

FIGURE 14 — Schméa bloc d'un systeme en boucle fermée

Les FT aux niveaux des différents blocs permettent d’écrire :

Définition 13 : Fonction de Transfert en Boucle Fermée

Lensemble permet de définir alors la Fonction de Transfert en Boucle Fermée du systéme (FTBF) :

FTBF(p) = — 2P (20)

1+G(p)C(p)

On peut aussi appelé cette formule : formule de Black.

Remarque 7 :

“w»

Le signe “+” du dénominateur est I'inverse du signe du comparateur (ici : un
eu un comparateur “+/+”, 1a fonction de transfert aurait été :

G(p)
Hp)=—1"—
P =1"Gmem

“« _»

). Si nous avions

Toutefois, certaines études se feront a partir de la Fonction de Transfert en Boucle Ouverte définie par le schéma
15.
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Ew) £(p) S
—>@)—> Gp) >

R(p) ~ Coupure

Lle T

FIGURE 15 — Schéma-bloc d'un systéme en boucle ouverte

Définition 14 : Fonction de Transfert en Boucle ouverte

Ici, la fonction de transfert en boucle ouverte est donc :

FTBOM) = 2 2) _ G(p) Cp). @1
E(p)

d) Simplifications de boucles concentriques

Sil'une des branches est constituée de plusieurs boucles strictement imbriquées les unes dans les autres, on peut
alors calculer la fonction de transfert boucle par boucle, en commencant par la boucle la plus “a lintérieure”.
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C2 : MODELISATION DES SYSTEMES ASSERVIS

P
Exemple 4:

Déterminer la fonction de transfert H(p)
S(p)

Ew
Gl(p) Gz(p) G3(p)

Cp)

e) Déplacement des blocs autour des points de prélevement

Il peut-étre intéressant de “déplacer” les blocs au dela des points de préléevement (fig.16). Dans ce cas, le bloc est

“propagée” dans chacune des dérivations.

Hp —

Y

—> Hp

)

Hp —

Y

FIGURE 16 — Déplacement d'un bloc au dela d'un point de prélevement

A l'inverse, si I'on souhaite ramener un bloc en amont d'un point de prélevement (fig.17), il faudra “corriger” le

changement dans la seconde branche, en appliquant la fonction de transfert inverse.
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C2-2

H)

—_—

H)

D

Y

1
H)

FIGURE 17 — Déplacement en mont d'un point de prélévement

f) Déplacement des blocs autour des comparateurs

Y

Au méme titre que les points de prélevement, un bloc en aval peut étre ramené en deux blocs en amont d'un

comparateur (fig.19).

=)

—>

Hp)

Ew

&Attention :

S

Ew
<)
Rip)

Hp)

-1
H(p)

FIGURE 18 — Déplacement en aval d'un point de prélevement

Hp

S
>

Rip)

D

E(p)
E——

H)

FIGURE 19 — Déplacement en amont d'un point de préléevement

| Dansle cas des comparateurs, il convient de veiller a 'homogénéité des entrées!

Sip)

R
H Al
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e N

o

Exemple 5:

Déterminer la fonction de transfert H(p) :
Cp =
E(p) S(p)
—> Hp Ha) Hse) > Hip >
Cl(p)

(. J
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