
Contexte

 d'inconnue  une fonction dérivable de  vers + 𝑦 = 𝑓𝑦′ 𝑦 𝐼 ℝ

Définition de l'exp complexe (cf Chapitre V)

exp : ℂ → ℂ

exp(𝑎 + 𝑖𝑏) = exp(𝑎) × exp(𝑖𝑏)

Exemple 1.1.3

Soit . On a :𝑥 ∈ ℝ

𝑓(𝑥) = (2 + 𝑖) × exp(𝑥) × (cos(𝑥) + 𝑖 sin(𝑥)) = exp
(𝑥) × ((2 cos(𝑥) − sin(𝑥)) + 𝑖(cos(𝑥) + 2 sin(𝑥))
Et donc : Re(𝑓) : 𝑥 ↦ (2 cos(𝑥) − sin(𝑥)) × exp(𝑥)

Im(𝑓) : 𝑥 ↦ (cos(𝑥) + 2 sin(𝑥)) × exp(𝑥)

= 𝑅𝑒(𝑓 + 𝑖𝐼𝑚(𝑓𝑓 ′ )′ )′

 et 𝑅𝑒( ) = 𝑅𝑒(𝑓𝑓 ′ )′ 𝐼𝑚( ) = 𝐼𝑚(𝑓𝑓 ′ )′

 est dérivable sur  donc  aussi et, pour tout , 𝑥 ↦ (1 + 𝑖)𝑥 ℝ 𝑓 𝑥 ∈ ℝ (𝑥) =𝑓 ′

(1 + 𝑖) × (2 + 𝑖) × exp((1 + 𝑖)𝑥) = (1 + 3𝑖) exp
((1 + 𝑖)𝑥)

Différents niveaux de régularité pour les fonctions

(𝐼,𝕂) ⊂ (𝐼,𝕂) ⊂ (𝐼,𝕂) ⊂ (𝐼,𝕂)2 2 1 1

⊂ (𝐼,𝕂)0

Exo 1.2.3

 vérifiant : 𝑓 : → ℝℝ∗ 𝑓(𝑥) = { 1
−1

si x>0
si x<0

Preuve 1.2.4

Soit  continue et  une primitive de . Soit  une fonction dérivable.𝑓 : 𝐼 → 𝕂 𝐹 𝑓 𝐺 : 𝐼 → 𝕂
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On procède par équivalence :

 est une primitive de 𝐺 𝑓

⇔ = 𝑓𝐺′

⇔ =𝐺′ 𝐹 ′

⇔ (𝐺 − 𝐹 = 0)′

 est une fonction constante.⇔ 𝐺 − 𝐹

 tel que ⇔ ∃𝐾 ∈ 𝕂 𝐺 = 𝐹 + 𝐾

Exo 1.2.5

Une primitive de  sur  est .𝑥 ↦ 1
𝑥

ℝ∗− 𝑥 ↦ ln(|𝑥|)

Même chose sur ℝ∗+

L'ensemble des primitives de  sur  est𝑥 ↦ 1
𝑥

ℝ∗

{𝑥 ↦ { (𝐾,𝐿) ∈ }ln(|𝑥|) + 𝐾 𝑠𝑖 𝑥 < 0
ln(|𝑥|) + 𝐿 𝑠𝑖 𝑥 > 0

|| ℝ2

Ca peut se rédiger par Analyse-Synthèse

N'oubliez pas les |.| !!

Une primitive sur  de  est 𝐼 𝑢′

𝑢
ln(|𝑢|)

Ex 1.3.3

(1 + 𝑖) d𝑥∫ 2𝜋
0 𝑒𝑖𝑥

= (cos(𝑥) − sin(𝑥)) + 𝑖(cos(𝑥) + sin(𝑥))d𝑥∫ 2𝜋
0

= (cos(𝑥) − sin(𝑥))d𝑥 + 𝑖 (cos(𝑥) + sin(𝑥))d𝑥∫ 2𝜋
0 ∫ 2𝜋

0

= + 𝑖[sin(𝑥) + cos(𝑥)]2𝜋
0 [sin(𝑥) − cos(𝑥)]2𝜋

0

= 0
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Ex 1.3.7

Bonne méthode avec la thm fondamental :

(1 + 𝑖) d𝑥∫ 2𝜋
0 𝑒𝑖𝑥

= [−𝑖(1 + 𝑖) ]𝑒𝑖𝑥 2𝜋
0

= 0

Notation :

[𝐹 (𝑥) 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎)]𝑥=𝑏𝑥=𝑎 =
𝑛𝑜𝑡

Exo 1.3.10

Soit . Posons :𝑥 ∈ ℝ

𝐼 = exp(𝑎𝑡) cos(𝑏𝑡)d𝑡∫ 𝑥0

On effectue une intégration par parties avec :

𝑢 = exp(𝑎𝑡) = 𝑎 exp(𝑎𝑡)𝑢′

= cos(𝑏𝑡)𝑣′ 𝑣 = sin(𝑏𝑡)1
𝑏

𝐼 = − exp(𝑎𝑡) sin(𝑏𝑡)d𝑡[ exp(𝑎𝑡) sin(𝑏𝑡)]1
𝑏

𝑥

0
𝑎

𝑏
∫ 𝑥0

On effectue une IPP pour calculer  avec :exp(𝑎𝑡) sin(𝑏𝑡)d𝑡∫ 𝑥0
𝑢 = exp(𝑎𝑡) = 𝑎 exp(𝑎𝑡)𝑢′

= sin(𝑏𝑡)𝑣′ 𝑣 = − cos(𝑏𝑡)1
𝑏

= exp(𝑎𝑥) sin(𝑏𝑥) − ( + exp(𝑎𝑡) cos(𝑏𝑡))1
𝑏

𝑎

𝑏 [− exp(𝑎𝑡) cos(𝑏𝑡)]1
𝑏

𝑥

0
𝑎

𝑏
∫ 𝑥0

= exp(𝑎𝑥) sin(𝑏𝑥) + (exp(𝑎𝑥) cos(𝑏𝑥) − 1) − × 𝐼1
𝑏

𝑎

𝑏2
𝑎2

𝑏2

D'où 𝐼 = =
exp(𝑎𝑥) sin(𝑏𝑥)+ (exp(𝑎𝑥) cos(𝑏𝑥)−1)𝑏

𝑏2
𝑎

𝑏2

1+ 𝑎
2

𝑏2

𝑏 exp(𝑎𝑥) sin(𝑏𝑥)+𝑎(exp(𝑎𝑥) cos(𝑏𝑥)−1)
+𝑎2 𝑏2

Une primitive sur  de  est:ℝ 𝑥 ↦ exp(𝑎𝑥) cos(𝑏𝑥)

𝑥 ↦ exp(𝑎𝑥) 𝑏 sin(𝑏𝑥) + 𝑎 cos(𝑏𝑥)
+𝑎2 𝑏2
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AUTRE METHODE

Notons  et 𝐼 = exp(𝑎𝑡) cos(𝑏𝑡)d𝑡∫ 𝑥0 𝐽 = exp(𝑎𝑡) sin(𝑏𝑡)d𝑡∫ 𝑥0

Notons 𝐾 = exp((𝑎 + 𝑖𝑏)𝑡)d𝑡∫ 𝑥0

On a :  et 𝐼 = Re(𝐾) 𝐽 = Im(𝐾)

Or 𝐾 = = (exp((𝑎 + 𝑖𝑏)𝑥) − 1)[ exp((𝑎 + 𝑖𝑏)𝑡)]1
𝑎+𝑖𝑏

𝑥

0
1
𝑎+𝑖𝑏

Une primitive de  sur  est donc:𝑥 ↦ exp((𝑎 + 𝑖𝑏)𝑥) ℝ

𝑥 ↦ exp((𝑎 + 𝑖𝑏)𝑥)1
𝑎 + 𝑖𝑏

On en extrait la partie réelle et la partie imaginaire pour trouver des primitives de

 et 𝑥 ↦ exp(𝑎𝑥) cos(𝑏𝑥) 𝑥 ↦ exp(𝑎𝑥) sin(𝑏𝑥)
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