Chapitre 5 - Partie 8

Exemple 8.1.3

1—1 1

27,1,2561& donc les points d’affixes 7, 1 et 2 — i sont alignés.

—i—1

Lriz2 177 _ ~0 R donc les points d'affixes 1+, 1 et —2i forment un triangle rectang] int
= = — onc les points d’affixes i, 1 et —24 for

Y ) 5 € R, p S , ¢ forment un triangle rectangle au poin

d’affixe 2.

Exercice 8.1.4
Soit A(a), B(b) et C(c) trois points du plan.
1
Soit G le point d’affixe g = g(a + b+ ¢), centre de gravité du triangle ABC.

1
Soit M le milieu du segment [B, C], alors M a pour affixe m = §(b +c).

Sim = a, alors M = A et les points A, G, et M sont alignés.

Sinon,
g—a 3la+b+c)—a 2b+c—2a 2
m—a %(bJrc)fa  3b+c—2a 3
Donc g—a eRet A, G, et M sont alignés.
m-—a
R 2 . ? 2——
Onamemegfazg(mfa)z,eA :gAM.

Par conséquent, G appartient & la médiane issue du sommet A dans le triangle ABC'. En échangent les roles de A
et B, puis de A et C, on montre que G appartient aux trois médianes du triangle ABC, donc G est bien le point
d’intersection des trois médianes du triangle ABC.

Exercice 8.1.5

Soit A(a), B(b) et C(c) trois points du plan distincts. On suppose que le cercle circonscrit au triangle ABC' a pour
centre O(0)

Par conséquent, comme A, B et C' appartiennent & un méme cercle de centre O, |a| = |b| = |¢|.

Notons 2 le point d’affixe w = a + b+ c.

Alors (AQ, BO) = arg (C_b) 2],

w—a
Or c—b :c—bet
w—a b+ec

c—b <cb> (c=b)(b+2T) +(@CT—b)(b+c)

b+c b+c (b+c)(b+c¢)
cb + c¢ — bb — be + bc + c¢ — bb — be
- b+ cf?
2|e* —2]b]
Y
=0 car |b] = ||

e iR.

Done c—b ——C_betc_b
b+c)  b4+c b+ec
Par conséquent, (Eﬁ, B?) = —[n] donc (AQ) L (BC), et Q appartient & la hauteur issue de A dans le triangle ABC'.

]

2

On montre de méme que ) appartient aux deux autres hauteurs, donc €2 est U'orthocentre du triangle ABC.




Chapitre 5 - Partie 8

Exercice 8.2.9
Soit A(a), B(b), C(c), D(d) quatre points du plan.

1) On suppose que ABCD est un carré et que a et b ont des parties réelles et imaginaires entiéres.
Alors -
e ou bien C est I'image de A par la rotation de centre B et d’angle de mesure 5’ alors

c:e’%(afb)er
= i(Re(a) +iIm(a) — Re(b) — i Im(b)) + Re(b) + i Im(b)

Donc Re(c) = —Im(a) + Im(b) + Re(b) € Z et Im(c) = Re(a) — Re(b) + Im(b) € Z.

-7
e ou bien C' est 'image de A par la rotation de centre B et d’angle de mesure 5 alors

c:e_i%(a—b) +b
= —i(Re(a) + iIm(a) — Re(b) — iIm(b)) + Re(b) + i Im(b)

Donc Re(c) = Im(a) — Im(b) + Re(b) € Z et Im(c) = — Re(a) + Re(b) + Im(b) E 7.
De méme, D est I'image de B par la rotation de centre A et d’angle de mesure 7 ou = , donc Re(d) € Z et
Im(d) € Z.
2) On suppose que ABC est un triangle équilatéral et que a et b ont des parties réelles et imaginaires entiéres.

Alors
e ou bien C est 'image de A par la rotation de centre B et d’angle de mesure g, alors

=e
1 1
Donc Re(c) = §(Re(a) + Re(b)) + ?(Im(b) —Im(a)) et Im(c) = 3 (a) +Im(b)) + ?(Re(a) — Re(b)).
Supposons que Re(c) € Z, alors v/3 (Im(b) — Im(a)) = 2Re(c) —Re(a) —Re(b) € Z, donc Im(b) —Im(a) = 0;
2Re(c) — Re(a) — Re(b)
Im(b) — Im(a)

De méme, si Im(c) € Z, alors Re(a) — Re(b) =
Donc si Re(c) € Z et Im(c) € Z, alors a = b et les points A, B et C sont confondus ; réciproquement, si
les trois points sont confondus, Re(c) € Z et Im(c) € Z.

S(a—Db)+b

7)o

+i e(a) + iIm(a) — Re(b) — i Im(b)) + Re(b) + i Im(b)

NN

(Im

en effet, sinon, V3 = € Q, ce qui est faux.
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e ou bien C est 'image de A par la rotation de centre B et d’angle de mesure 5 alors

c=eS(a—b)+b

et on montre de méme que (Re(c) € Z et Im(c) € Z) si et seulement si A, B et C sont confondus.
Finalement, si A, B, C ne sont pas confondus, alors Re(c¢) ¢ Z ou Im(c) ¢ Z.



