LYCEE LA MARTINIERE MONPLAISIR ANNEE 2024/2025
MPSI - MATHEMATIQUES SECOND SEMESTRE

Matrices et algebre linéaire

(©) Exercices d’application directe

Exercice 1

1) Soit M; la matrice de u; dans les bases canoniques de R? et R3.
u1(1,0) = (2,1,0) et uy(0,1) = (—1,1,3), donc

—1
Ml —

O = N

1

3

2) Soit M, la matrice de us dans les bases canoniques de R, [X] et R.
Pour tout k € [0,n], us(X*) =1, donc

My=(11 - 1)€Miun(R)

3) Soit Mj la matrice de uz dans les bases canoniques de R, [X] et R.

Pour tout k € [0,n], us(X*) = 5, donc

M3:(1 L. % %H)GMMH(R)
4) Soit M, la matrice de uy dans la base canonique de C3[X].

(1) =1-1=0, (X)) = (X +1) - X =1, ug(X?) = (X +1)? - X?=2X + 1 et
ug(X3) = (X +1)> = X® =3X?+3X + 1, donc

M, =

o O OO
o O O
S O N
O W W

Exercice 2

1 0 O 0
1) X(X—1) = X2 X et X(X~1)(X~2) = X>~3X*42X donc Mats(B) = | 0 o | 7,
0 0 1

qui est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux non nuls, donc inversible.

Par conséquent, | B’ est une base de R3[X] |

2) La matrice P de passage de B a B’ est

10 0 0
01 -1 2
P = MatB(B’) = 0 0 1 _3
00 0 1




3) Premiére méthode : On exprime les vecteurs de B dans la base B’ :
1=, X=X, X’=X(X-1)+X
et XP=X(X-1)(X -2)+3X? -2X =X(X - 1)(X —2)+3X(X —1) + X.
Donc la matrice de passage de B’ a B est

pt=

O~ = O
— W~ O

oS O O
o O = O

Deuzxiéme méthode : On utilise la méthode du pivot pour calculer P!,

4) u(1) =0, u(X) =1, u(X?) = 2X et u(X?) = 3X?, donc la matrice A de u dans la base B
est

A = Matp(u) =

o O OO
o Ww o o

o O O
S O NN O

D’apres la formule de changement de base, la matrice A’ de v dans la base B’ vérifie
A’ = Matg (u) = P5Matg(u)PF , donc

01 -1 2
00 2 =3
I —1 _
A'=P AP = 00 0 3

00 0 O
Exercice 3 On trouve respectivement : 4, 4, 5 et 4.
(%\) Un exercice corrigé
Exercice 4 Attention : dans cet exercice, on ne travaille a priori pas dans R3, les vecteurs

ne sont pas des triplets de réels.

1) Premiére méthode : Montrons que la famille (uq,us,us3) est libre.
Soient A, i,y € R tels que Ay + pus + yug = Op.

pw4+2y=0
Alors (pu+2v)er + (A —7)ea + (—p —v)es = O, or (eq, e, e3) est libre, donc ¢ A —v =0
—pu—7=0
pw+2y=0
dou A—7=0 puisA=pu=v=0.
v=0

Par conséquent, la famille (uy, ug, u3) est une famille libre de 3 vecteurs de E, or dim(FE) = 3,

donc | (uy, us, u3) est une base de E'|.

Deuxieme méthode :



0o 1 2

rg(uy, ug, uz) = rg Matg(uy, ug,ug) =rg |1 0 —1],or
0 —1 -1
0 1 2 1 0 -1
rel1 0 —1|=rgl0 1 2 Lot
0 -1 -1 0 -1 -1
10 -1
=T1g 01 2 Lg«L3+L2
0 0 1

qui est de rang 3, donc rg(uy, ug, usz) = 3.
Par conséquent, la famille (uy, ug, u3) est une famille libre de 3 vecteurs de F, or dim(FE) = 3,

donc | (uy, ug, u3) est une base de E'|.

0o 1 2
Troisieme méthode : Matpg(ui,ug,u3) =11 0 —1
0 -1 -1
On montre en utilisant la méthode du pivot que cette matrice est inversible, d’inverse
1 1 1
-1 0 -2
1 0 1

Donc | (ug, ug, u3) est une base de F

2) Notons B’ = (uy, ug, u3). Soit N la matrice de f dans la base B'.

0 1 2
Premiere méthode : Soit P la matrice de passage de B a B, alors P= |1 0 —1|,et
0 -1 -1

N =P 'MP.
On calcule P! (si cela n’a pas été fait dans la question 1), soit par la méthode du pivot, soit
en exprimant ey, ey et ez dans la base B’ (car P~! est la matrice de passage de B’ a B.

1 1 0
On obtient ensuite : | N=]10 1 0
0 0 -3

Deuziéme méthode : On exprime f(uy), f(u2) f(us) dans la base uy, us, ug ; plusieurs
méthodes de calculs sont possibles.

— flw) = f(e2) = ez = uy.

— Matg(f(ug)) = Matg(f)Matg(ug) =M | 0 | = 1

donc f(ug) = e + es — ez = uy + us.

— flus) =2f(e1) — flea) — fles)
f(us) = 2(—=Tey + 3ey + 4e3) — ea — (—8ey + 2eq + Hey)
f(usg) = —6e; + 3es + 3e3 = 3ug

0
0
-3

Donc | N

I
o O =

1
1
0




3)

4)

Matg (f3+ f2—5f+3l5) = N3+ N2—5N +31; , or N? = (

o O =
O = DN
O O O
\_/
D

=3
=

Il
S
o O =
O = W
|

o O O
\]
~_

On en déduit que

N3+ N2 — 5N + 31,

13 0 1 20 5 5 0 300
=101 O |+f{0 1T O0l—-=]05 0 |+([0 30
0 0 =27 009 0 0 —15 0 0 3
000
=10 0 O
000

Par conséquent, | f> + f2 —5f +3Ig = 0|

On en déduit = (f2 + f —5lg)o f =1Ip ; posons g = 5 (f* 4 f — 5lg), alors go f = I, e,
comme [ est linéaire, f o g = _?1 (fP+f2=5f)=1g.

Donc | f est bijective et f~! = %1 (f2+ f—5Ig)|

Plusieurs méthodes sont possibles pour donner Matg(f™!).
Premiére méthode : On sait que Matg(f~') = M~!, on inverse la matrice M.

Deuxieme méthode :
1

Matg(f~) = Matg (_31 (r2+r- 5IE)) =3 (M? + M —5I5)

Troisiéme méthode (qui n'est intéressante que si on a déja calculé P~1) :la matrice N~! de
f~! dans la base B’ est

1
0 -1/3

1 1 -1 0
3(N2+N513)(0 0 )
0

Or d’aprés la formule de changement de base, la matrice M~! de f~! dans la base B vérifie

0
M~ =PN'pt = 1
0

colmeo]~eo| |
|00 | ~X ‘C

KN =211
ol w‘ow‘




