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Mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur le programme de mathématiques college/lycée ainsi que sur le
programme de premiére année post-Bac. Il ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur de
maths mais est un outil pour vous aider a vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que 1’on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque ’on apprend un instrument, on doit calculer réguliérement
lorsque 'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études post-Bac.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :

¢ Un sommaire vous permettant de voir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches et de noter celles que vous
avez déja faites ou pas.

e Une partie de calculs élémentaires, faisables des le début de la premiere année, centrée sur les calculs
« de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul vous facilitera grandement la vie!

e Une partie liée au programme de premieére année.
o Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés, qui sont a la fin du cahier.
Chaque fiche de calcul est organisée ainsi :

o Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres a certaines
filieres, on précise de quelle filiere il s’agit).

o Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est

symbolisé par une ( ©), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.




Comment ’utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Pensez aussi a 'utiliser a 'issue d’'un DS ou d’une colle, lorsque vous vous étes rendu compte que certains
points de calcul étaient mal maitrisés.

Enfin, ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutdt qu’un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances ».

Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention a l'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par vous-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme, mais si vous étudiez sérieusement les fiches de
ce cahier, vous verrez assez rapidement des progreés apparaitre, en colle, en DS, etc. Une bonne connaissance
du cours combinée a une plus grande aisance en calcul, ¢’est un trés beau tremplin vers la réussite en prépa ou
dans vos études !

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez pas
a écrire a ’adresse cahierdecalcul®@gmail.com. Si vous pensez avoir décelé une erreur, merci de donner aussi
I'identifiant de la fiche, écrit en gris clair en haut a droite de chaque fiche.
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Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

001A

— Simplification de fractions. 00
Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel).
) 32 ) 2771 X 42
A) e E) e
40 © gagot
1 —9 2k+1 32k71
B) 83X o e q EXTT xS
42 4k x 3—k+1
— Sommes, produits, quotients, puissances. 00
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
2 1 36 15
e — X — XbH ...
Y 173 ) 35 X1~
2 2 6
b) 202 d —f+(—7) ...............
) 3 ) 15 5
alcul 1.3 000
Ecrire les nombres suivants sous forme d'une fraction irréductible.
1 1 1 1
2% 3x5x7T <f i 7) .....................................................
2) st3+5+7
b) 136 28 . 62 y 21
15 3 10 G et
) 510 x 73 — 25% x 492
C) e e
(125 x 7)3 + 52 x 143
) 1978 x 1979+ 1 980 x 21 + 1958
T 080 X1 070 — L 078 )L 070 ** " o trireeteeeeee e
Calcul 1.4/ — Un petit calcul. ]
) 05—-—24+=2 05—24+1-02
Ecrire = 517 537 = 73 74 sous forme d’une fraction irréductible ..........
2 — %+ 35 t—2+=—35
6 17 ' 37 54713 )
Fiche n° 1. Fractions 3



— Le calcul littéral a la rescousse. 00
En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.
) 4 022 ) 1235 %2469 —1 234
a ) ————————————— ...
(—4 022)2 + (—4 021)(4 023) 1234 x 2 469 + 1 235
b 40212 d) 4 002
) 40202 +40222 -2 " 1000 x 1 002 —999 x 1 001 "
— Les fractions et le calcul littéral. 00
Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.
1 1 1
- = E N
a) CESIE +n+1 - pour 7
3 _ b3 b 2
b) (aa o (C;t b) pour (a,b) € Z?, distincts deux & deux ................oooiiii...
6(n+1)
n(n —1)(2n — 2) .
c) T pour n € N*\ {1} ..o
n2(n —1)>2
— Le quotient de deux sommes de Gauss. )
’I’L2
Sk
Simplifier k:O pour tout n € N¥ . L
Sk
k=0
1
On utilisera la formule 1 +2+---+p = %
— Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale. ')
Soit k € R\ {1} et z € R\ {2}.
, b
Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + — avec a et b entiers et ¢ € R*.
c
29 3r—1
a) - RRRARERRXLRTEIRERSRRRTES c) pour-ylRRLRRLTRLTRERRRRERR
k
b) ——
) k—1
Calcul 1.9 — Un produit de fractions. ]

. 1 1 _ 9 9
Soit t € R\ {—1}. On donne A = T2 A+1? et B= (1+¢*)(1+1)°

Simplifier AB autant que possible ..........

Fiche n° 1. Fractions



Comparaisons

Calcul 1.10] — Reégles de comparaison. L
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
3 5 1210 125 105
—ee— by —--— ..., — e — L
) 570 S TRRRT T
Calcul 1.11] — Produit en croix (I). L)
33 215 104 348
L bres A= —— et B= t-ils é PP
es nombres c6 317 © 508 347 Sont-ils égaux
Calcul 1.12| — Produit en croix (II). L)
100 001 1 000 001

On pose A = 77555001 ° © = 10000 001"

A-t-on A > B, A =B ou A < Bl o

Réponses mélangées

—1 ab 12 10 1 nd+n 1
. 9o 3 =0 1 oy 1000 -
n(n+1)2 a—b 112 2 Lt 9
0 4 5 3 203 1 3 5
or 402 2 2 S -
0 5 Sti2 3" 5 6 579
5 16 1 125 105
4+2 AsB 1 2 95 _gyg%2 N 14— =2_®
MG o 35 X3 on TR % 21

» |Réponses et corrigés page 95|

Fiche n° 1. Fractions 5



Fiche de calcul n°2 002A

Puissances

Prérequis

Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités
remarquables, factorisations et développements simples.

o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
107°

10° < 10 ..o d)

a) X ) 10-3
10° x 1073)°
b) (0% oo U0 X107
) (10%) e) (105 x 103)-3
) 10° ¢ (10%)75 x 10°

08 ) LTI
0
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
a) 3t x Bt o d) (=72 X (=)

g 6°

b) (5372 e) S ARRRRRR LR LR LR R PR REPRERRREY

25 304 7
C) o e f) GO

92 928 528
00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2" x 3P, ou n et p sont deux entiers relatifs.

23 x 32

) T e

3t x 28 x 6!
b) 2% b 2

322 + 321
C)  CooT et et e

322 _ 321
0 (32 x (=2)4)°

((_3)5 » 23)72 ...............................................................
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000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
817 X 6—6
E Iy
0-3 % 942
b) 552 x 12172 x 1252
7B ) GOB—Z s OBA T TTTTTTTeeteeeteeeeeessies
1272 x 15*
L I v i
252 x 184
Q) 363 x 70° x 102
TA5 3 DBE ) LGB T " " TTTTTTeTTeTeIeresesesieiiii
000
Dans chaque cas, simplifier au maximum l’expression en fonction du réel z.
2) T 2 2
P e e SRR R R LR RREERRREES
2 1 8
b o b o
) r+2 x-—2 +x2—4
x? a3 222
C) o s T e e
22—z x3+22 -2
1 T+2 2
Q) — o o
) r x2—-4 22-2

Réponses mélangées

2
x 15 x 2213 10'0 11 56 938,32
x+1 x+1
102 108 1072 274 x 371 26 x5 3% 772
2 1
10% 8 27 1078 310 328 2
xr—2 r—2

» |Réponses et corrigés page 99|
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Fiche de calcul n°3

Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables.

Développer, réduire et ordonner

003A

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement

le résultat. La variable x représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1

Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.

o) (x+1)*x—-1)(22—z+1) .... f) (2*+z+1)(2® —z+1)

Calcul 3.2

d) (@+1)%@ -1 +a+1) ...

e) (z—1*@+1)(z2+z+1) ....

Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de .

a) (x—2)°(-2?+32—1) = 2z — 1)@ +2) oot
b) 2zx+3)bx—8)— 2z —4) Bz —1) oo
c) ((m+1)2(x—1)(:c2—m—f—l)—i—l)x—mﬁ—w5+2 .......................

d) (z+1)(z—1)° =22 T L)

Fiche n° 3. Calcul littéral



Factoriser

— Petite mise en jambe. o

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(6x +T)(62 — 1) +362% —49 .o

b) 25 — (102 4 3)% Lo

c) (62 —8)(4r —5) +362% — 64 ...t

d) (=97 — 8)(87 + 8) + 6427 — 64 ...

Calcul 3.4 — A l’aide de la forme canonique. ()

Factoriser les polyndémes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rappelle que la forme

canonique de ax? + bx + ¢ est a((m + %)2 - bQ%ﬁaC) (ot a # 0).

a) 2 —2x4+1 .......... d) 322 4+7z+1 .........

b) 2* +dx+4 ... e) 22 4+3r—28 ........

¢) 22 +3T+2 ... f) —bx?+6x—1 .......

— Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

a) (T Y) 2 = 2%

b) @2 4 6zy 4+ 9y? — 16922 .

e) B3 APy F 2 F 2Ly F LAY

) y?(a® + %) + 162" (—a® —b%) .

Fiche n° 3. Calcul littéral 9



Jalcul 3.6 — On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

O I e

d) (ac+bd)? 4 (ad — be)? oo

e) (ap+bq+cr+ds)* + (ag—bp — cs +dr)? + (ar + bs — cp — dq)? + (as — br + cq — dp)?

1+ 2% + 32% 4 22% + 24 (a® + %) (y — 42%) (y + 42°) (x+1)(x+2) 2+2% —gt -2
2’ — 2% — 2?41 (x> +a+1)(a® —z+1) 2<m+3_T\/m>($+@>

2(3x — 4)(102 + 3) 14 at (z—1)(z+1)(2*+1) (a®+ 0>+ +d) (p* + ¢* +r* + 57)
(x4+y—z)(xc+y+2) 4(5x + 4)(—=5x + 1) —1— 3z — 32% + 23 ot 2?41

3(14x + 3y)(—4z + y) (z+D(y+1) 25 =22t 423 —2? 420 -1 (x—1)2 (z+y)(z+1)2

3 1 1
—6(6z +7) 83 — 62 + 3%~ 3 —5(z —1) (ac - g> (a® + %) (* + d°) (x—1)(y—1)
(z +2)? —2 4+ 122 — 172% + 82° — 32 2 422t 4 ad —2? — 22— 1 |
7T — V37 7 37
28421z —8(z 4+ 1)(x —4)(x +4) 3<x+ T‘/_> <x+ +T\/_> —8(z + 1)(z + 16)

» |Réponses et corrigés page 101|
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Prérequis

Fiche de calcul n°4

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

Calcul 4.1 — Définition de la racine carrée.

Simplifier les expressions suivantes en simplifiant les symboles /- qui peuvent I’étre (et en prenant garde i ne

pas se tromper sur les signes).

004A

b) (V3—=1)2 .. e) (B—m)2
c) (V3—=2)2 .. f) (3—a)® ..
Calcul 4.2 — Des transformations d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2VB)2 e) B+VNEI-B-V7)? . ...
4
b) 24V f) <\/2\/§) ....................
2
c) \VA+2V3 ) (5_ﬂ) ...................
V3

d) \VI14+6vV2 oo, D) (VZ4 V32 4+ (V232 ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
00
Ecrire les expressions suivantes sans racine carrée au dénominateur.
0 2= V3 0 V2+V3+V6

S —\/§ iy SRLEE R R
b) V2-1 Q) V542

;IS RARREEENIELELILERREE B e
Fiche n° 4. Racines carrées 11



Ecrire les expressions suivantes sans racine carrée au dénominateur.

a)

— Un calcul plus difficile.

c)

d)

5+2¢6+ 5—2v6
V2+V3 V23

(;gfl)? .........

Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.

Calculs variés

calcul 4.6 — Avec une variable.

On considere la fonction f définie par

|

1, 400 —— =R

r——>+/x — 1.

Pour tout x > 1, calculer et simplifier les expressions suivantes.

1
0 @) G e
f(x+2)+f(x) ..................

Jalcul 4.7] — Mettre au carré.

Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.

12

Fiche n°4. Racines carrées



— Méli-mélo.

Donner une écriture simplifiée des réels suivants.

125
OnnoteA:§/3+\/9+7—§/—3+ 9+

Simplifier A

125
27

On commencera par exprimer A> en fonction de A.

000
d) 3ez™G) L
e) 2 B+ve
2
) l1n<‘/§+1) .............
2 \V2-1
0000

Réponses mélangées

12v7  —A@-12 (V243 9—13—0\/5 20 —3+\/§+2\/§+\/6 NG
1+V5  2V2 \/% 3—a]  50-25v3  14++vz—-1 V3-1 3+V2
eVE 2-VE-VER e 5 g R s Ve Vi Ve
1 2v2  9+4v5  In(1+v2)  1+vV3 V342  1-3 12 V7-2
3-2v2  14+v2  —1145V5  z—+22-1 10 M 1-V10+ V15

» |Réponses et corrigés page 103|
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Fiche de calcul n°5 005A

Expressions algébriques

Prérequis
Identités remarquables.

Equations polynomiales

Calcul 5.1] — Cubique. o

Soit @ un nombre réel tel que a® — a4+ 1 = 0.

Exprimer les quantités suivantes sous la forme za? + ya + z ol x, y, z sont trois nombres rationnels.

Calcul 5.2 — Introduction aux nombres complexes (I). L)

Soit i un nombre tel que iZ = —1.

Exprimer les quantités suivantes sous la forme x + iy ou x,y sont deux réels.

a) 34+1)% ...l ) 3—1) ...

b) 3—1)2 ... d) (3—20)% .............

Calcul 5.3] — Introduction aux nombres complexes (II). 00

Méme exercice.

a) (4—51)(6+30) ....... ¢) (—4 + ix/S)S .........

b) (243032 — 30 ... a (-4 +i§)3 ........

14 Fiche n° 5. Expressions algébriques



— Puissances cinquiémes. 00
Soit @ un nombre distinct de 1 tel que a® = 1. Calculer les nombres suivants :
a) a" —3a5 +4a® —a®+3a—1 ...
b) a'?t x oM x @32 x M
1234
c) H A
k=0
d) 1+a+a®+a+a* ..
99
e) Z A
k=1
4
f) H (2—a")
k=0
Expressions symétriques
salcul 5.5 — Inverse. o

1
Soit  un réel non nul. On pose a = x — —. Exprimer les quantités suivantes en fonction de a uniquement.
x

1 1
a) xQ—i—F .................... c) aj4+—4..
1
b) I‘S*E ....................

Calcul 5.6) — A trois variables (I).

Soient x,y, z trois nombres deux a deux distincts. On pose :
a=zr4+y+ 2z, b=zxy+yz+zz et

Exprimer les quantités suivantes en fonction de a, b, ¢ uniquement.

c=zyY=z.

Fiche n° 5. Expressions algébriques
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Calcul 5.7| — A trois variables (II).

Méme exercice.
a)

b) xyz 4+ y?zx + 2wy

c) 22y? 4+ 4222 4 2222

(z+y)y+2)(z+2)

Calcul 5.8 — A trois variables (III).

Méme exercice.

a) #(y+2)+ 1y’ (z+2z)+2°(x +y)

b) at oyt
0 x y z

Y s Sl v vy Sl popuapes vy SRRIELRRIELERREE
72 y? 52

d) Y s Sl vy prpuapes Sl popunpesprpmp ERIELERIELERIREES
3 3 3

e) m Y .

@—y)z—2) Y—2)y-—2) (E-2)(z-y)

Réponses mélangées

—4 4+ 43iV5 a* +4a® +2 ab—c —1 —9 — 46i
39 — 18i 18 — 26i 8 — 6i a* — 4a®b + 4ac + 2b*
ac 1 0 31 a a® -1 1 2197

—2ac + b? ab — 3¢ 0 a?—2b 40> —a -3

a® + 3a 7a® +12a+ 7
a®+2 3 1 8 + 6i
a’b — ac — 2b® —a®>+1

1 a® — 3ab + 3¢

» |Réponses et corrigés page 105|
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Fiche de calcul n°6 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.

Dans cette fiche :
e tous les trindbmes considérés sont réels;
e on ne s’'intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles;
e tous les parameétres sont choisis de telle sorte que 1’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du discriminant ne
servent nulle part dans cette fiche d’exercices!

Recherche de racines

Calcul 6.1] — Des racines vraiment évidentes (I). (]

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2 —2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 22 —6x+9=0 ............ ¢) 2°4+4r—12=0 ...........

b) 922 +6x+1=0 ........... d) 22 —52+6=0 ............

Calcul 6.2 — Des racines vraiment évidentes (II). L

Méme exercice.

a) 22 =B =0 ................ d) 22 +42-5=0 ...conn...

b) 222432 =0 ............... e) 322 —1lz+8=0 ..........

¢) 202 4+3=0.......ii... f) 52424z +19=0 .........

— Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) 22— 13z +42=0 .......... d) 22 —-8r—-33=0 ...........

b) 2?2 4+8r+15=0 ........... e) 2°—(a+bx+ab=0 ......

¢) 2 +18x+T7T=0 .......... f) 2% —2ax+a®—b0*=0 .....
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“alcul 6.4 — L’une grace a ’autre. o

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 322 —14x+8=0 sachant que z =4 est Tacine ..................oooiiiiiiiiiiii...

b) 722 +23x+6=0 sachant que £ = —3 est TACINE ............oooiiiiiiiiiiaaai...

¢) mz*+(2m+1)x+2=0 sachant que x = —2 est racine ...........................

d) (m+3)2® — (m*+5m)x+2m? =0 sachant que 2 = m est racine .................

calcul 6.5 — Racine évidente. 00

Trouver une racine des équations suivantes et calculer I'autre en utilisant les relations entre les coefficients du
trindme et ses racines.

Seuls les deux derniers calculs ne se font pas de téte et doitvent étre posés.

a) (b—c)x?+(c—a)z+(a—D0)=0 ...

f) + o

r—a x—b a b

Recherche d’équations

Calcul 6.6) — A la recherche de I’équation (I). 00

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former I’équation du second
degré admettant comme racines les nombres suivants.

C) 24V3 et 2=V
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Calcul 6.7 — A la recherche de I’équation (II).

Méme exercice.

a) m+vm2—3 et m—VmZ—3 ..

2m —5
b) m+3 et m2 ....................................................
1 -2
c) mrl et
m m

— Avec le discriminant.

Déterminer la valeur & donner a m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser la

valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2m )T +mE =0
b)) (m42)2% —2(m — 1)z +4 =0 .00iit i

) (Mm+3)2+2Bm+D)x+(Mm+3) =0 .0ooii

Factorisations et signe

calcul 6.9 — Factorisation a vue.

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.

a) 202+ Tx+6=(2+2)(ar +Db) oot
b) —da?+4x — 1= (22— 1)(@Z +D) «oooer

¢) =374 14x —15= (2 —=3)(aT +D) «oeeeie

11

x2+?x—40:(x—5)(ax+b) ......................................

1
2

e) 24+ 22VTr —21= (2 —VT)(az+b) ..o

Fiche n° 6. Equations du second degré
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— Signe d’un trinéme. 0

Déterminer ’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.

a) 22— (V24+ )2+ V2

b) =2 2 15

Réponses mélangées

2/3 m donc ab/m m donc —(m + a + b) a=-3etb=5 —T7et —11 x? =222+ 117=0

] — o0, =1 U[2/3,4+0] 0 donc 5 m=letx=—-1l,oum=—-letz=1 [—3,5]

m donc m(a —b)/(b—c) a=1/2etb=38 —3et 11 1 donc ¢(a —b)/(a(b—¢))
aetb ] — 00, 1] U [V/2, +o0] —1/m a + b puis 2ab/(a + b). 1 donc —5
Get7 1 donc (a—b)/(b—c¢) ] — o0, —1/2[U [4, +o0[ 2m/(m + 3) —2/7

a=1etb=3V7 m?z? + (m —2m?*)z + (m* —m —2) =0 a=-2etb=1
2et3 a—beta+b 3et3 a=2etb=3 1 donc 8/3 I
m=—3/4et x=3/4 ~3et -5 202 — (4m + )z + (2m* +m — 15) =0
—1 donc —19/5 22 —4r+1=0 —1/3 et —1/3 2 —2mr+3=0

0 donc —3/2 2?2 — 62 —187=0 2et —6 m=—-letzx=-2oum="Tetz=2/3

» |Réponses et corrigés page 108|
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Fiche de calcul n°7

Exponentielles et logarithmes

Prérequis
Exponentielle, logarithme.

006A

Logarithmes

calcul 7.1 L
Calculer les nombres suivants en fonction de In(2), In(3) et In(5).

1 1 1 1
a) 1n(16) ......................... d) g ln(z) — 1 h’l(g) ............
b) In(512) ...t e) In(72) —2In(3) .................
c) In(0,125) ...t £) In(36) ..o
Calcul 7.2 ]
Calculer les nombres suivants en fonction de In(2), In(3) et In(5).
1
a) m(ﬁ) ........................ A) 10(500) vt
16
) I(2,25) oo e) m(%) ........................
c) In(21)+2In(14) — 31n(0,875) .. f) In(6,25) ...oooiiiii
— Une somme « télescopique ». 00
Calculer le nombre suivant en fonction de In(2), In(3) et In(5).
1 2 98 99
A= ln(§) + ln(g) +oF ln(®) + ln(m) ....................................
— Logarithmes et radicaux. 00
7 1
a) On pose a = 16 In(3 + 2v2) — 4In(v/2 + 1). Calculer (14 v/2)% et 1
En déduire une écriture simplifiée de o en fonction de In(v2 —1) ...,
b) Calculer 8 sachant que In(8) = In(7 + 5v2) + 8In(vV2 + 1) + 7In(v2 —=1) ...........oooi...
c) Simplifier v = ln((2 + \/§)2O> + ln((2 — \/5)20) ............................................
- V5+1 V51

d) Simplifier 6 = ln( 5 ) + ln( 5 ) ..................................................
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Exponentielles

Calcul 7.5 ]
Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.
a) M@ d) e 200G
B) I(VE) weei i e) In(e™2) .o
c) ln(e%) ............................ I A G
Calcul 7.6 ]
Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.
a) —e T d) In(Ve!) —In(Ve?) .................
b) e~ Mm@ e) ln( exp(—In e2)) ................
1 1 _
c) ln(el7> .......................... f) exp (3 In(e 3)) .................
Etudes de fonctions
— Parité. 0o
Etudier la parité des fonctions suivantes.
1515 4+ e?r —1
: In——— ............. : el
a) fiie—= ey o) foiw—
b) fo:rxr—In(z+vz2+1) ........ d) fa:z e
et +e T

Calcul 7.8 — Etude d’une fonction. 000

et — T
Soit f:axr— ————.

et fe™ 7T
a) Préciser 'ensemble de définition de cette fonction. ............. ..o i

) fla) + f(b)
b) Montrer que, pour tous réels a et b,on a f(a+b) = —————— .. ... .. .. ..
) ) = s )

c) Déterminer la limite de f €N 400 ... ..ottt
d) Déterminer la limite de f en —00 ...
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00

On considere I'application
Rf —R
| z——=In(1+2).

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout z € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e"—1) ... d) of' () =1 oo
b) et @) e) e% ...........................
e) —f(@*—22) ..

Equations, inéquations

000

Résoudre les inéquations suivantes (d’inconnue z).

calcul 7.11 000

Résoudre les équations suivantes (d’inconnue z).

z —61
b) In(—x —5) =In{ ——— ) ooriiii
) In(—z —5) n( o )
Réponses mélangées
e” 1 In12+45
—In(2 -1 —31n(2 21 —2In2 > —
Niew 5 n(2) 31n(2) 8 2n(5) n x 3 ;
31In(5) + 21n(2) 2In(3) — 21n(2) impaire x> - —2In(5) +41n2 R 3
—13 —v2 1
In(3) + 111n(2) 1 x + 1n(2) # impaire -1 0 x> BT
2 1 1
91In(2) ; In(v2—-1) 3 T 3In(2) —17 (1+ )" 21n(2) + 21n(3)
1
3 -2 —1In(3) — 21n(2) 41n(2) x € [0,1] impaire impaire e %}
1 1 1
1 —1 = — k 1 12v2 —= —2In(2) — 21 1
nlz—1| 3 2 0 o 74+ 12V2 5 n(2) n(5)

» |Réponses et corrigés page 110|
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Fiche de calcul n°8

Trigonométrie

Prérequis
Relation cos® +sin® = 1. Symétrie et périodicité de sin et cos.
Formules d’addition et de duplication. Fonction tangente.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Valeurs remarquables de cosinus et sinus

alcul 8.1

Simplifier :

5 7 4 4
a) sin % + sin % ................... c) cos? g — sin? ?ﬂ- ..............
b) cos T + cos 2T + cos 3 4 cos T ... d) tanZF + tan 2T + tan 5 4 tan 1T

Propriétés remarquables de cosinus et sinus

Calcul 8.2

Simplifier :
a) sin(m —x) + cos(g + x) .......... c) sin(% — ;1:) + sin(g + m) ......
b) sin(—z) + cos(m + ) + sin(g - a:) d) cos(z—m)+ sin(—g - ar) .....

Formules d’addition

Calcul 8.3

Calculer les quantités suivantes.

a) 00551( af_|_[_5£) c) sin ——
B ct1=13) U IRERRRRERRRERERRITPEEPPEES
b) COS——= it d) tan— ...
12 12

007A

a) Simplifier : sin(4z) cos(5x) — sin(52) COS(4T) . vvvrnii i

sin2x  cos2x

b) Simplifier :

™
c 0,7{ ..................................
sinx CcosS T (pour & ] 2)
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U
2 4
a) Simplifier : cosx + cos (a: + ;—) + cos (x + ;T) ..............................
b) Expliciter cos(3z) en fonction de oS ... ..ot
Formules de duplication
Calcul 8.6 ()
En remarquant qu’on a % =2x g, calculer :
7r 77
R b N
a) cos 5 ) sin 3
Calcul 8.7 ]
1-— 2
a) Simplifier : sir(i(();g(z:)x) (pour = € ]0, g {) ..................................................
in3 3
b) Simplifier : SIOT O8O (pour x € }O, T {) ...............................................
sinz cos T 2
c) Expliciter cos(4x) en fonction de COST .....o.uuiuiuiinn i
Equations trigonométriques
0000
Résoudre dans [0, 27], dans [—, 7], puis dans R les équations suivantes :
1 1
a) COST = — ............ f tanz| = — ........
) 2 ) Jtanz] =
3 3
b) sinz = —£ ......... g) cos(2z) = £ ........
2 2
. o L
c) SINT =08 ... h) 2sin“z+sinz—1=0
_ 77
d) tanz=-1........... i) COST =COS & ...
e) cosr == ........... j) sinx=cos— .........
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Inéquations trigonométriques

alcul 8.9 0000
Résoudre dans [0, 27], puis dans [—, 7], les inéquations suivantes :
2
a) cosx>—§ ........ e) tanz>1 ............
b) cosz<cos— ........ f) Jtanz|>1 ...........
1
c) sinz < CERARRRRRREEES g) cos(x——) 20 ......
. 1
d) |sinz| < SRERRRRRRREE h) cos(2:r - —) >0.....

Réponses mélangées
[_W,_f)_ﬂ]u[_zqu[@,w] 23 {_@,_g,gﬁﬁ {T+ilrez)

6 6’6 6 6 6 4772
1 T s
{m/4,3m /4,57 /4, Tn/4} ~5 2cosx - [—7‘(‘,—5} u [g,w}
™ ™ U om Im 117
{§+2kw,kez}u{—§+2kw,kez} (776,117 /6} [0, E} U [F’F} U [T,QW}
3
[~7/4,37/4]  [r/3,57/3 0 {f +km ke Z} {—7/2,7/6,57/6}
s 11m 5T g
{ﬁ—i—kw,kez}u{ﬁ—i—lm,kez} {—4+2k7rkeZ} {ﬁ+2lm,kez}_
—sinz 03—7r u fm lm U 15—7T27T -7 _om ul-=Z 37 u 7—7r71'
"8 87 8 8’ T8 8 8 8]
m 117 137 23« om
T 2o 20T i ] —3/4,37/4 14,97 /14
B e I S PR I e
47 57 V2+42 ™ 21 71 [bm
— +2km, k€ Z — +2km, k€ Z _— —+k—, ke’ — —,2
{3 ramrezfu{ +omnen) 2 {6+ 3’6} [O’ﬁ}u_ﬁ’”}
8cos'z —8cos?x 4 1 {m/6,57/6,3mr/2} [0,37/4] U [57/4, 27] 4cos® x — 3cosx
e m =« 1llm -2 -7 3n w w 3w
T T . —9 14,97 /14 Lo T oom
{ 127 12°12° 12} { 33 } cose {5m/14,9m/14} { PR 4}
m 5r Tw 11w T 117
- =, —— —7/4 4 — +2km, k€ Z — +2km, k€ Z
{6’6’6’6} {=r/asn/ap {gakmkenfu S v ok e 2
T 3 [T T T 5m 3w
{—+2k7l',k€Z}U ? 2km kEZ} |:0 —:| 27T:| 2 |:Z,§|:U [I’?[
2—-+2 6 —+v2
{3n/4,7m/4} T‘/_ 0 {r/7,13x/7} Z g} % —1-3

4

/ 3

R | e e M M
{

{n/3,57/3} |:—7T', %} U [5%,77} {—%,g} %+k7r,k € Z} u {5% +km k€ Z}
e I R A s

» |Réponses et corrigés page 112|
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Fiche de calcul n°9

Dérivation

Application des formules usuelles

008A

— Avec des produits. ')
Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) E€Ret f(#) = (22 +30+2)(20 —5) ooriiiiii

b) ze€Ret f(x)=(2>+32+2) (2% =5) ..o

¢) E€Ret fr) = (22 =20 +6)exp(22) «.vviriiiii

d) z€]2,+oofet f(x) = (B2 —2)In(z —2) «orrrrri

— Avec des puissances. 0
Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) xE€Ret f(x) = (22 —52)°

b) zeRet fla)= (223 +4x—1)% ...

¢) x€Ret flx) = (sin(x) +2cos(x))® ..o

d) zeRet f(x) = (3cos(x) —sin(z))® ...

— Avec des fonctions composées (I). L)
Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) rERet fl@)=In(x? +1) oo

b) ze]l,+oolet f(x) =In(In(z)) ...covoeriii

) zERet fr)=(2—2)exp (22 +T) oo

d) zeRet f(x) =exp(38in(2x)) «vovveiiniii
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Calcul 9.4) — Avec des fonctions composées (II).

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

(222 -1
a) ve€Ret f(x)—sm<x2+1> ...................................

20 +1
b) T € R et f(x) = COS(M) ....................................

c) z€]0,mlet f(a)=/SIN(X) ..o

d) z€]0,4o0[et flz)=sin(VZ) ....oooiiii

Calcul 9.5| — Avec des quotients.

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

z? + 3z
R o e
a) z€ER et f(z) 2sin(z) + 3
b) z €]0,4+o00] et f(z) = 3;/_%2 .....................................
_cos(2x + 1)
c) reRet f(z)= P SRR REEERERREES
B 22% + 3w

d) z€]l,4+oo|et f(z) = Tn(z) e

Opérations et fonctions composées

~alcul 9.6

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) x€R*et f(r)=2a? sin(i) ......................................

b) z€]-3,3[et f(z) =

c) z€]l,+oofet f(x)= ln(

d) zel0,m[et f(z)=1In (sinx)

28
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Dériver pour étudier une fonction

00
Calculer f’(x) et écrire le résultat sous forme factorisée.
) zeR\3,—2et f(x) L + !
a) =26t f(T) = c—— 4
33—z 24z

b) z€]—1,+oolet f(z)=a® —In(z+1) ...,

c) z€]l,+oof et f(a:)zln(:c2+:6—2)—i+2 .....................

d) ze€]—-1,+00]et f(m)zxi—l—m—ﬂn(ac—i—l) ..................

+1
e) z€l0,e[U]e,+oo] et f(x) = %ﬂgg ...........................

Réponses mélangées

202 4+ 2x+5 1 2 2 -3z 322 —x
(z+2)(x—1)2 z1n(z) 2(1 — In(x))2 2./2(3z + 2)2 (6z —1)In(z —2) + —— 5
9 272 + 22 — 8 ; <2:c + 1) cos(z) x cos(x) — sin(x)
(9 —22)vV9 — 22 (22 4 4)2 2 +4 2/sin(z) xsin(z)

—3(3 cos(z) — sin(x))?(3sin(z) + cos(z)) 5zt — 622 + 4o — 15 6 cos(2z) exp(3sin(2x))

(2% + 3)(2sin(z) + 3) — (22 + 3z) X 2cos(x) 2 r NAfon B (22 + 1) sin(2x + 1) + z cos(2z + 1)
(2sin(z) + 3)2 5" = 5z)"(2z = ) 2 (2 +1)2
cos(y/T) 6 222 — 1 x? (4 + 3) In(x) — 22 — 3
2T @2 +12 P\ 21 (z +1)2 (In(x))2
2 1+V3 1-V3 10z — 5 (1 1
$+1<:z:+ 3 ><x+ 5 ) —(3—m)2(2+m)2 2903111(; —cos<;)
622 + 2z — 11 (222 — 22 + 10) exp(2z) 8 cos?(x) — 6 cos(x) sin(z) — 4
2z 1
4(22° + 4z — 1)(32% + 2) PR (=222 + 3z + 1) exp(z? + ) =2

» |Réponses et corrigés page 116|
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Prérequis

Fiche de calcul n°10

Primitives

Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.

009A

Pour chaque fonction a intégrer, on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 10.1

Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.

Calcul 10.2

Meéme exercice.

a) VIHt— vVt

Utilisation des formulaires

Calcul 10.3| — Dérivée d’une fonction composée (I).

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

¢
d) ——"
1+ 722
¢
°) T3
12t
f
) (1+ 322

30
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Calcul 10.4] — Dérivée d’une fonction composée (II). 00

Méme exercice.

In® ¢ 1
) e Q)
t 2\t
1 to ot
b) —— ) exe”
tvint 1—et4et
8 2t
C) )
(3—e*)? 2
Calcul 10.5| — Trigonométrie (I). 00
Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.
cos(mInt 1 +tan?¢
a) cos?tsint ....... p oosring g Lttt
t tan® ¢
int 9 cost
b) cos(t)e®*....... g) tan®t........... 1) s
c) tant ............ h) tan®t........... ) L
1+ 4¢2
y oSt p 't o w
1*S]nt COS2t 1_"_th ..........
sin v/t . 1
€) — i i) —
Vit cos?(t)y/tant

Calcul 10.6| — Trigonométrie réciproque. 000

Méme exercice, pour ceux qui connaissent la fonction arcsin.

arcsin(t)
TTE T

1
m ................................................................

a)

b)

Calcul 10.7| — Trigonométrie (II). 000

Déterminer une primitive des expressions suivantes en utilisant d’abord le formulaire de trigonométrie.

1
a) COS2 L2 e) m ....................
. 1
b) cos(t)sin(3t) ... f) 2 (0 cos2() T
. 1
¢) sint.
g) S e
sin(2t)
ToemZz
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alcul 10.8| — Fractions rationnelles.

Déterminer une primitive des expressions suivantes apres quelques manipulations algébriques simples.

tP+t+1
a) —
t?+1

ﬁS

t—1

€)

t+1

Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver

Pour chacune des expressions suivantes :

o dériver puis factoriser I'expression ;

o intégrer

a) t2 —2t+5
11

b) = + =
)t2+t

t2

t3—1

3t—1
t2+1

i) sin(t)cos®(t) ...

I’expression.

sint

) — ...
2+ 3cost

t

sin 2¢
1+ cos?t

sin(In t)

r) ———— ...

t

32

Fiche n° 10. Primitives



Jalcul 10.10| — Bis repetita. 000

Reprendre 'exercice précédent en commengant par intégrer puis en dérivant et factorisant.

Les calculs seront évidemment les mémes, mais ce sera un bon entrainement supplémentaire !

— Trigonométrie réciproque et hyperbolique. 00

Pour chacune des expressions suivantes :
e dériver puis factoriser I'expression ;

o intégrer l’expression.

............... b) sinh(¢)cosh(t) ........

Réponses mélangées

B 4 31 11 2 3 1 50
EYs 0 TR e P e T ik 2f 2Vtant
1 _p 1 U 13 2 1
1—262)e " puis —=e ! —In*t t——+ — —— + — puis -t? + —
( Je~" puis 5¢ 1 5 + 3 2\/%—1— ;1 Puis 3 + 572
1/2 1 1
—cotant + tant 2 (; + 1) puis 3 + In |¢] sinh(t)? + cosh?(t) puis 3 sinh?(t)
1 1
—1In |1 —sint| t+nt - - t—2In|t+ 1] 2¢*" — 3¢ puis §e2t— 3e_3t
1 1 Int —sinlnt
6(1 + 2t2)% Injt+ 1|+ 1 In |t + 1] cosTt — St e S puis — cos(Int))
2 cos(4t) 2¢t ) 1 1 1
3 T PR R Gl A - R ¥ ey
1 3 1
Ay puis —/1 — ¢2 4_1(1+7t2)% —cost + gcosg’t cost(3cos® t — 2) puis -3 cos® t
1+Int 1 2cost+ 3 1
_% puis In | In¢| garctan(?)t) % puis ~3 In |2 + 3 cost|
2_9ot— 1
_% pis gln(ﬁ $1) —arctan(t) 26— 1) puis o' — 2450 —2cos Vi
2 1 3cos®t — 1
-1 —t2 3 In|1+ ¢ 3 In(1 4 t*) — arctan(t) (1(:—’(_)5—%)2 puis — In(1 + cos?(t))
cos
fe?t —1 Int —2 1 1 1
—%) puis arctan(e") = e puis Int — 5 In?t g In(1 + 3t%) —In | tan 2¢|
e
2 t in(2¢ 2 3 1
m 5 + Slnfl ) —1n|cost| 1n|tant| g(l—f—t)% — Z_lt% ;Sil’l(ﬂ'lnt)
2tsin L + cos 1 1 1 1
—# puis COS z hl(l —+ sin2 t) ln |arcsin(t)| —m Z tan4 t
4t 2t : 1 1
Il —e " +ef| _cosé ) COSi ) osint 5 tan® ¢ + In | cos | 0/Int 3632 puis §egt_2
1 1 1 U
g é(arcsin(t))2 tan tg— t —et —arcsin(2t) t— 0 + 3~ In|t+ 1]
1 t(t® +2) 1 3 1
¢ 3 .
arctan(e") —3 cos t TEor@E e P §ln(|t3 —1)) DL §arctan(2t)

» |Réponses et corrigés page 120|
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Intégrales et aires algébriques

Fiche de calcul n°11

Calcul d’intégrales

Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.

-3
b) / [SIN T2 Ar
5

~1
c) / SINT AT o
0

En se ramenant a des aires, calculer les intégrales suivantes.

Calcul d’intégrales

Calcul 11.3| — Polynémes.

Calculer les intégrales suivantes.

010A
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Fiche n° 11. Calcul d’intégrales



— Fonctions usuelles.

Calculer les intégrales suivantes.

— De la forme f(ax +b).

Calculer les intégrales suivantes.

-1
4
b) / ez de .
-2
/1 dw
c) | —/m—=
0o TXx+2

alcul 11.6] — Fonctions composées.

Calculer les intégrales suivantes.

3
Tz —2
—————————dr
2) /1 22 _4xt5 "
T
b) / wsin(z® +1)de oo
%
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— Divers.
Calculer les intégrales suivantes

000
1 e;z:
- d
2) /0 % 42 1

3
b) / |z +1]dx

2

€ —_
d) /33: 2lnxdm
1

T

s

e) /05 cos(2z) sin(z) dz

s

4
f) / | cos z sin z| dz

3

Jalcul 11.8] — Avec les nouvelles fonctions de référence.

LY
pus
4
a) / arcsin z dx

Réponses mélangées

36

» |Réponses et corrigés page 123|
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Prérequis

Fiche de calcul n°12

Intégration par parties

Primitives, dérivées, intégration par parties.

011A

On rappelle le théoréme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € €1([a,b],R) et si v € €' ([a, b],R), alors

Intégrales

Calcul 12.1
Calculer :

s

B
a) / tecostdt ...l
0

Primitives

[u(t)o()]

a

1
g) /ln(l+t2)dt
0

1
h) / tarctantdt
0

b
- / u(t)v'(t) dt.

Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.

a) zr— (—x+1)e” ...

¢) x+— arctan(z)

Fiche n° 12. Intégration par parties
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

— Calcul d’intégrales. 000

1
a)/ﬂﬂ+m—@&m .............................................
0

s

b) /2 el SNt At ..o
0

— Calcul de primitives. 000
Calculer des primitives des fonctions suivantes.

a) x> sin(z)sh(z) .... ¢) z+— (xlnz)? .......

b) z—In®z ........... d) z+— garecos(@)

Réponses mélangées

1 22 4 5 1 3 J-L1[ =R
e Sl A —ch(2) — =sh(2) — = 1
12 3 T3 @ -gh@ -5 { v ie““”“@(x-—\/l—aﬂ)
z R: — R R—=R
ez +1 4 8 4
1+1 —V2In(2) — 2V2 4 - 1
2 { T — —|—xna: 3\/_ n(2) 9\/_+9 { xt—)xarctan(x)—iln(l—l—ﬁ)
(In(2))%2® — 21n(2) — 20> 4 2 R %I§
(In(2))? w5 (= cos(w)sh(x) + sin(x)ch(x))
T 1 w2 5 RY = R
L Z_ﬁln(Z)_3_2 5_6 { z— zln’z—2zlnz + 2z
R — R 3 R — R
{ x — zsh(z) — ch(z) 2In(2) — 4 { x = (—x+2)e”
R* — R
+
s(1,2, 2 2 T A A
T = gln x—glnx+§ 2 2 12 2

» |Réponses et corrigés page 127|
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Prérequis

Fiche de calcul n°13 012A

Changements de variable

Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

Changements de variable

Calcul 13.1 00
Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.
1 Bl
a) / V1—t2dt avec t = sin 0 d) / sin® t cost dt avec u = sint
—1 0
Pl d Vit ) / ? it cos? d
———=dt avec u = V't e sin” ¢t cos” t dt avec u = sint
1 Vit Vi3 0
1 4 Vi
¢ —d =¢ f / dt avec u = V't
) /0 i avec u = e ) L t+ \/IE
00
Méme exercice.
) / e de t o [ L
a — avec u = Cos [ — t=1t
0 3+ cos?t ) /0 (1 + t2)2 avec anu
b) / QI t PR
— aveCc u = e ——— dt avec U = —
0o 2+et /ﬁt\/ﬁl t
4
1 o2
c) / Tt avecu =5 —1 f / In? avec u = Int
o VAt — 12 ) e t+tn’t
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Changements de variable et intégrations par parties

calcul 13.3 000

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur
de I'intégrale.

4 ‘In(vt-1
a) eVidt avec u = V't b) M dt avec u = V't
1 3
Vit

Calculs de primitives par changement de variable

00
Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.
T cosx +sinzx 1

a :EE}O—{’—)_— avec u = tanx d) zeR — ——— avec u = VT

) 72 sin z cos? x ) + T+ Jx Va
b) zeR+—— _ N 1

T avec u =e e) z>1— ——x— avec u = y/x? — 1
1+ th(z) ) Va2 —1
. 1
c) reR] — ——— avec u = Ve* — 1
et —1

Réponses mélangées

L (2041 1 Ro=» R m L7
2 3 4 z - ; ¢ - 3/3 48
T
5 1
o3[ - = row(®) el oIoE
r +— tanz + Intan(z) 2 2 2 2 6 12
RY — R ™
+ _ _ _ _ 2 ™
{ T = 2arctan( et — 1) 2((\/5 1) ln(\/g -4+ 2v3 2e 2
]1,+OO[ - R Rj— - R 1 T
3 2 — 2arctan(e) — —
z +— arctany/az? —1 z = 3 In(z3 +1) 12 2

» |Réponses et corrigés page 130|
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Fiche de calcul n° 14 013A

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis

Fonctions In et arctan. Division euclidienne entre polynomes.
Petites décompositions en éléments simples.

Forme canonique d’un trindéme du second degré.
Changements de variable affines dans les intégrales.

Cas élémentaires

Calcul 14.1] — Premier cas (I). L)

Calculer les intégrales suivantes.

a) /1‘ m dt oo b) [ m dt oo

Calcul 14.2| — Premiers cas (II). 00

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

% 1 “ 1
a) /1 —dt ) / dt o
5 5 + 71 0 t+a
— Deuxiéme cas. 00

Calculer les intégrales suivantes, en effectuant d’abord une division euclidienne entre le numérateur et le déno-
minateur des fractions en jeu.

1

2 2 5 2

1 2142

2) /ﬂdt ............ b) / S T
1 1+t 1 4t +5

Calcul 14.4] — Troisiéme cas (I). L)

’
Dans ce troisieme cas, il s’agit de reconnaitre une expression du type *-.

Calculer les intégrales suivantes.

9 =
2t+1 2 t
a) / mdt ............ b) /1 ﬁdt ..............
1 3 + 3

Calcul 14.5| — Troisiéme cas (II). 00

Soit a € R.. Calculer les intégrales suivantes.

V2 ot L 1
a) / — 2 g b) / %dt .............
1 P4 V2t Loat? +1
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Cas plus avancés

Calcul 14.6| — Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale.

a) Quels sont les deux zéros de t — 2 — 3t 4+ 27 .. i

1

b) Trouver deux réels A et B tels que, pour tout ¢ € R\ {1,2}, on ait

t—1(t-2)

4
c) Calculer/ ———dt
3

Calcul 14.7

Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.

! 1
-
°) /O 214013

calcul 14.8

Soit a €10, 1. Calculer /0 yE

Cinquieme cas

Calcul 14.9] — Une primitive a retenir.
Soit a € R*.

1
a) Calculer la dérivée de x — — arctan<£>
a a

b) Donner une primitive de © — ———
a

Jalcul 14.10)

Calculer les intégrales suivantes.

N |

1
1
—dt ......... Calcul ——dt
a) /0t2+1 c) acuer/_lt2Jr2
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Synthese

Calcul 14.11) — Mise sous forme canonique. ]

Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (ou z € R).

1
a) o 4+ax4+1 . ¢) V24 —z+vV2 ...

V2

b) 222 =3z 41 ...oooiiiii d) ar’+ad’z+ad® ...

Salcul 14.12) 00

Calculer les intégrales suivantes.

! 1 |
At . VR
a) /0 112112 ¢) /0 1—t+2

b) /O LI a) /Z L
Tt et

calcul 14.13 000

Soit a > 1. Calculer les intégrales suivantes.

3 1
a b
) /% 3t2 + 2t 4+ 10

1
1
b Al o
) /0 t?—(2a+1Dt+a’+a

— Un calcul plus difficile. 0000

1
1
Calculer / Al
o 1+

Réponses mélangées

1 Va—a ™ 2 15 71' 7r 27
—1 - 2 1 2— e let2 — —
2a n(a—i—ﬁ) 1 VAera) Ve 22 ¢ 2 33
1 4 1 1
In(2) In ! S —1In > 2In - A=—-letB=1 —In ot
3 6v/3 2 \3 3 2a 2
9 1\* 3 33 1.1 1 51, 21 1 x 3
2In — = S m= Sln- ——+—In= = = In( 2
%10 <x+ 2) "1 w173 B8 "0 aarCtan(a> "2
4 1.3 1 ™ a? =
a\? 3d® 21 1 1 3 3 1
)+ 1 1 - 2 +1n(3) — In(2 20 —-2) —=
a(ﬂc+2) += 5wy W) 5 SHhE) -l (m 4) -

» |Réponses et corrigés page 133|
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Prérequis

Fiche de calcul n° 15

0014A

Systemes linéaires

Résolution par substitution d’une variable, par combinaisons linéaires de lignes.

Systemes de 2 équations a 2 inconnues

Calcul 15.1

Résoudre dans R?.

c){

¥ {

Calcul 15.2| — Systémes avec parameétre.

Résoudre dans R? en fonction des valeurs du paramétre a € R.

) 3z 42y =2
20 +4y = a

) rT—ay=3a+2
ax +y=2a—3

3

Systemes de 2 équations a 3 inconnues

Calcul 15.3

Résoudre dans R?.

) r+2y+z=1
3x+y—2z=3

b) 3x—2y+2=26
TH+2y—z=-2

9 {

d){

L
3z —6y=-3
Qxp2y=2
3z —4y=—2
6rt2y—3va
L
3r+ 5y =a
2x_y_a2 ............
T+ 2y =3a
20+ 3y =5a—a®
L

r—y+32=5/2
r+2y—2z=3/2

S +y+2z=-5/2
2z —y+2z=-5/3

44
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Systemes de 3 équations a 3 inconnues

Calcul 15.4 00
Résoudre dans R?.
r+2y—z=-3 r+3y+z=1
a) 2e—y+2z=8  ....... c) 2e—y+2z=-1 ......
3z+y+2z=11 z+10y+2=0
a—b—c=-7 3z +2y+32=0
b) 3a+2b—c=3 ........ d) 20 —y+2z=-1 ......
da+b+2c=4 dx+dy+4z=1
00

On considere le systéeme d’inconnues z,y, z € R et de parametre a € R :
r+y—z=1
r+2y+az=2
2z + ay + 2z = 3.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a proposées.

a) a=0 ... C) =3 ...
b) a=-2 .. ... d) aeR\{-2,3} .........
000
On consideére le systéeme d’inconnues z,y, z € R et de parametres (a,c) € R? :
r—az=c
ar—y=c
ay—z=c.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a et ¢ proposées.

c¢) a€R\ {1} et c quelconque

Fiche n° 15. Systemes linéaires 45



00

On propose le systéme d’inconnues x,y, 2z € R et de parametre A € R :

dr+y+z= A
r+4y+z= Ny
r4+y+4z= Az

Résoudre ce systéme pour les valeurs de A proposées.

{(1-4F )} e o (crmr @) {@reo)s ) e
((1,1/2,1/2)} {(@%ﬁ)} {(—;—z,g,z>;zeR} (5,3,-1))  (2,-3)
1

3
(a— 202 a+ ) {(E_gz +‘_1z72 ;zeR} o {<a2+a—1 a?—a+1 —a2+a+1c>}

6 7_5 BF-1 O @1 O B

3 )
1 5,2 3, -5 3 -2 T\
{(1_3+§1_3_ﬁ>} {(””75‘5”“%‘19”)’“]1@}
x

((142-22);:2€R}  {(@za);zecR)} {<1a_41rzai2>} {(0,0,0)}

(wsvmivery o {(33)}  (Gui-amaizerny (G

» |Réponses et corrigés page 138|
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Fiche de calcul n°16 015A

Nombres complexes

Calculs divers et variés

Calcul 16.1] — Ecriture algébrique. o

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

a) (2460)(541) o e) (2-3) L
b) (3—i)4+i) f
............... ryriRRRRLRTELITRERPRRRRPRY
2 —3i
©) (A=30)"  g) EE
) (430 B o
d) (1= 20)(1420) cooreennn by e F
— Forme exponentielle. 0
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.
a) 12 ... d) —2i ... g) —54+51V3 ...
b) =8 ..., e) —2F L h) €5 +e6 ... ..
c) V3., f) 5—=56i..........
— Une simplification. 000
1+V2+i
On pose z = ————.
1+V2—1i
a) Calculer |z] ..o

b) Mettre z sous forme algébrique .............. i

c) Calculer 21585

Réponses mélangées

1 1 1 V3 1 1
— +i—= . St — ti—= 5 1 4 + 32i
4\/519 V2 2 2 V2 V2
s 2 Iy ™ s
22 10eF 13— i 21T 9 (—) iF 12
29 291 Oe's 3—1 5v/2e 11 cos 1 e'
7 — 24i 8e!™ 2¢1F V3el2 —119 + 120i % +Ei 2¢ 1%

» |Réponses et corrigés page 143|
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Fiche de calcul n°17

Trigonométrie et nombres complexes
Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Arc-moitié, arc-moyen

016A

Calcul 17.1 00
Ecrire sous forme trigonométrique (¢’est-a-dire sous la forme re'?, avec r > 0 et § € R) :
a) 14e® ..., e) —l—e% ...
b) 1+e® ... f) 1—eT ...

cx 1 '
c) et —1 ... g) R

1 —el1z

d) 14ie's ... h) (1+e16)27 ..........
L
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re'?, avec r > 0 et 6 € R) :
a) eF 4elt b) elF —elz L
Linéarisations et délinéarisations
— Linéarisations. o
Linéariser :
a) cos®(z) ...l d) cos(3x)sin®(2z) ...
b) cos(2x)sin?(z) .... e) cos®(2x)cos(3z) ..
¢) cos?(2x)sin?(z) ... f) sin?(4x)sin(3z) ...
Calcul 17.4] — Délinéarisations. o
Exprimer en fonction des puissances de cos(z) et de sin(z) :
a) cos(3x) ..., b) sin(4x) ...............
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Factorisations

calcul 17.5 00

Factoriser :

a) cos(z)+cos(3z) ..... c) cos(z)—cos(3z) .....

b) sin(bz) —sin(3z) ..... d) sin(3z) +sin(bzx) .....

000

Factoriser :

a) sin(x) +sin(22) +SIn(3T) oot

b) cos(z) + cos(3z) + cos(5x) + cos(TT) «oovenin i

2m 4m
c) cos(x)+ cos x—l—? + cos :v—i—? ........................................

Calculs d’intégrales

00

Calculer :

Réponses mélangées

—T7im 1 7 s B
2sin(17r—2>e > 2sin %) g(e7r -2) 2sin(4x) cos(x) (—2 cos<£)>e_‘?_2
927 60827(%)@% 2sm(27r—4) —ills cosé(ggx) n 3cosé(5:c) n cosé(;?)z) n 3co§(x) 2008(%) 131

3
4 cos®(z) — 3 cos(x) I cos(33:) + 1 cos(x) 4 cos®(x) sin(z) — 4 cos(x) sin®(x)
1 1 3 1 1 1 1
~3 cos(6x) + 1 cos(4zx) — 3 cos(2zx) + 1 0 ~1 cos(4zx) + 3 cos(2x) — 1
2 cos(2x) cos(z) —SH%(&T) 2 cos (£> el1z C?S( iz) o sin(¥) sin(20) 2 ) sin(2z)
2sin(x) 12 sin (%) sin(%)
e +1 ST\ six sin(9z) = 3sin(bz) sin(3z)  3sin(z)
5 2cos 12>e 12 2sin(x) sin(2x) —— t—s s s
51 1 1 1
2 cos(;;) it ~1 sin(11x) + 1 sin(5x) + 3 sin(3x) 2 cos(4x) sin(x)

» |Réponses et corrigés page 145|
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Fiche de calcul n°18 0017A

Sommes et produits

Rappel

Si ¢ est un nombre réel, si m,n € N* et sim <n,ona :

B LSS LT R ikg_( k>2_"2<"+1>2

o = ot e+ 1) ST K e U

[ ]
-
HM:
M

k=m n—m+1 sinon.

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.

Calculs de sommes simples

Calcul 18.1 ]

Calculer les sommes suivantes.

Calcul 18.2 00

Méme exercice.

b) > (4k(k*+2)) &) > (Th+dk—n+2)........

k=0 k=1

1 2 n

~ Produits (I). o

Calculer les produits suivants, ot p et g sont des entiers naturels non nuls tels que p > q.
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Calcul 18.4] — Produits (II).

Méme exercice.

Avec des changements d’indice

~alcul 18.5

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

a) antlfk avec J=n4+ 1 —k oo
k=1

"1 1
b - | = )
) ,;k R avec j =n +

n
c) Zka AVEC J =k — 1 oo
k=1

n+2

d) Z(k72)3 AVEC J =k — 2
k=3

Sommes et produits télescopiques

— Sommes télescopiques.

Calculer les sommes suivantes.

n+2

a) Y (k+17° -k ... ¢)

k=2 k=1

3
7

Calcul 18.7] — Produits télescopiques.

Calculer les produits suivants.

2) kli[lk;:l ............ ¢) ﬁ(l—;) .........

mook+1 . 1
b) H%j?) ........... d) H(lkz> ........
k=1

Fiche n° 18. Sommes et produits

51




Autres sommes

Calcul 18.8) — A I’aide d’une décomposition en éléments simples. L
Calculer les sommes suivantes.
" 1 - 1
a) Y ——————— b —_—
) ;k(k—l—l) ) prrd (k+2)(k+3)
— Sommations par paquets. L)
Calculer les sommes suivantes.
2n 2n
a) Z(—l)kk:2 .......... b) Zmin(k,n) .........
k=0 k=0
Sommes doubles
Jalcul 18.10] o
Calculer les sommes doubles suivantes.
a) Z Jo d) Z G+5)?% ...
1<i,j<n 1<i<j<n
by > L o > (@) ...
1<i<jsn 1<i,j<n
c) Z (G+7) s f) Z max(i,7) .....

1<i,5<n

Réponses mélangées

n(n+1) 11 n(5n + 1) n(n?—1) n(n+1)(4n — 1) pntl _ gn+l
2 2 n+3 2 2 6 3
n+1 n+1 9 7
2n? (3" -1 2 1 — 4n? —(T" =1 4
n‘+n 5 5 2(3 ) n(n+2) n 6(7 )+ n(n+4)
n(n + 1)(7n2 + 13n + 4) n(n+1) In(nl) RS (n—2)(n-"7) 0 1
12 2 6 n
1 1
% n2n+1 + 2(1 _ 2n) 2q—P+1 1— — TL(TL + 1)(”2 +n4+ 4)
n
2 2
0 5”(n!)% n(n;—3) n (n;— 1) n(n+1§(n—|—2) (1) —1
T(n+1)(n+4) 1 n?(n+1)
3_ o3 _
In(n+1) n+1 (n+3)° -2 5 CES] 5

» |Réponses et corrigés page 149
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Fiche de calcul n°19 018A

Coefficients binomiaux

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et de coefficients binomiaux

Calcul 19.1| — Pour s’échauffer (I). L)
Donner la valeur des expressions suivantes :

101! 1 1 8

w ........... C) J — a ........ e) 3 ...........

b) 170" ............ d) (g) ........... B 4x (D .......

Calcul 19.2| — Pour s’échauffer (II). (]

Ecrire les expressions suivantes a 'aide de factorielles, de coefficients binomiaux et, le cas échéant, & 'aide de
puissances.

a) 6XT7Tx8x9 ............ c) 2x4x---x(2n) .......
6Xx7x8x%x9
—_— S x (2 1) ...
b) 5% 3% 4 d) 3x5x---x(2n+1)
Calcul 19.3| — Avec des parameétres (I). L
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k& < n.
2)!
a) (Z) (pourmn >2) ....... d) (n :! R
n 1 n
b) (3) (pourn>3) ....... e) YR o DU RRRRRRAL
n (n+ 1) nl
C) <(5)) ................... f) 22(n+1) - 2% """""
k+1

Calcul 19.4] — Avec des parameétres (II). 00

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.

1 1 1
a) E + 2’[’L><(TL+1)' —+ 2X(n—|—2)' .............................
b (3(n+1))! ) (3n)!
) a3(n+1) >< ((n + 1)!)3 ry aS’II X (n!)g .............................
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Autour du bindome de Newton

©
Calculer les sommes ci-dessous a 'aide de la formule du binéme de Newton.

- L - on—k (1
a)zz(k) ............. 0 Y o (k> ..........

k=0 k=0
b) 3 (nE () L d) Y 2k x gk

k k

k=0 k=0

00

a) Développer a 'aide de la formule du binéme de Newton (1 +1)" +(1—1)" ..........

1%
n
b) Calculer » ( > ..................................................................
p=0 2p
00

En utilisant la fonction 2 — (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer :

a) ki‘o (Z) ................ ) k}i:o (Z) N
b) ;(Z)xk ............ d) é(;) kil .......
00

a) Donner le coefficient de ™ dans le développement de (1 + )%™ ......................

n 2
¢) Calculer Z (Z) ..................................................................

k=0
Réponses mélangées
9 2n 1
1)2n—2 10 100 3" 2 1 — 56
<4> (n) n(n+1) (n+2)(n+1) 1)
9! 2n nin—1) k+1 n! x (n—3)
15 — 2" 720 6"
5! ( n ) 2 n—k 22n+2
L5 . 3 ntl _ n 2
9 x <n> (2n+1)! (n+1) 0 2 1 o 5 Z (n)
= 2p 2" X n! n x (n+2)! n+1 = \k
_ 3(3n+2)(3n+1) 1 n(n—1)(n —2) _
2n—t — _-_ = on—t 12 x 15" 140
" a3(n +1)2 30 6 x

» |Réponses et corrigés page 155|
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Fiche de calcul n°20

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis
Dérivation, équations du second degré.

Calculs de valeurs

019A

Calcul 20.1] — Fonctions circulaires réciproques. L
Calculer les valeurs suivantes.
1 3
a) arcsin{ — ) ... d) arctan £ ...............
2 3
arcsin(@)
b) ———& e) arctan(l) ...................
arccos(@)
1 1
1 f) arccos< + > ............
c) arccos<> ............... 3 6
V2
— Valeurs des fonctions hyperboliques. o
Calculer les valeurs suivantes. On rappelle que, pour « € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(x).
a) ch(0) ..o d) sh(In(3)) ....ooooveiiniintn.
b) sh(0) ...t e) ch(In(2/3)) ...l
c) ch(ln(2)) ..ooovviiii. f) th(In(2)) ...ooovviiii,
Calcul 20.3] — Identités de trigonométrie hyperbolique. 00
Soient x et y des réels.
Calculer en développant soigneusement, et en simplifiant au maximum, les expressions suivantes.
a) ch(x)sh(y) + ch(y)sh(z) ..o
b) ch(z)ch(y) —sh(@)sh(y) ..o
Fiche n°20. Manipulation des fonctions usuelles 55



Résolution d’équations

Calcul 20.4] — Fonctions £ —— a”. o
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.
x 91 xr x
a) 3—? ............. c) 2=3x4" ..........
b) 4% =2x2% .......... d) 10** =4x5°x9% ...
Calcul 20.5| — Fonctions = — a® (plus difficile). 00
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.
On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.
Q) 2T AT =
D) 167 — 3 X AT 2 = 0 ot
C) 2X 0% = 3% — B = 0 L
I e A B | AP
Calcul 20.6| — Equations avec les fonctions circulaires réciproques. 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et € R pour les autres.

a) arcsin(x) = g ....................................................................
b) cos(arccos(T)) = 0 ..ot
€)  arceoS(COS(Z)) = 0 oottt

d) arcsin(sin(z)) = g ................................................................
e) arcsin(sin(z)) = é ................................................................
f)  tan(arctan(z)) = 1 ..ot
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Calcul 20.7] — Equations avec des fonctions hyperboliques.

Résoudre les (in)équations suivantes d’inconnue z € R.

On rappelle que, pour z € R, on pose th(x) = sh(x)/ch(z).

a) ch(z)=vV5 ... d) ch(z)<4 ..o
b) sh(z)=1 ...........coi. e) sh(z)=3 ...
c) th(z)= é ..................... f) th(z) < % .....................
Dérivation

Calcul 20.8] — Quelques calculs de dérivées (I).

Dériver les fonctions suivantes.

a) v+ 242 ... c) x>z
w :
b) o o, Q) @ 2O
5% +1 arccos(x)

Calcul 20.9] — Quelques calculs de dérivées (II).

Dériver les fonctions suivantes. On rappelle que, pour € R, on pose th(z) = sh(z)/ch(x).

a) x+—> arcsin(z?) ..... ¢) x+— arctan(th(z)) ..

b) x+— ch(z)sh(z) ..... d) z+—sh(ch(z)) ......

calcul 20.10) — Deux dérivées importantes.

a) @ arcSin(L) 4 ArCCOS(T) vt n ettt et

1
b) x+— arctan(z) + arctan() .......................................................
x
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Jalcul 20.11] — Des dérivées plus compliquées. 000

7. . . . . . . o . — 2
Dériver les fonctions suivantes. Dans ce qui suit, la fonction F' est une primitive de x — e~ .

) T V1 =224+ 2arcsin(@) ...

1
d) z+— xarctan(z) — 3 IN(22 A1)

Réponses mélangées

. 1 — th?(x) sh(z) 1
x +— arcsin(z) — T 2() 3/5 =0 T @ s )
In(V1T=1
In(1+ \/5) % } —00, % ln(3)] % x+—In(2) x 27 + 2z
242k keEZ Lyokn: ke
[— In(44+V15), In(44+V15)] x +— ch?(x) 4 sh?(z) 53{21 _:;kﬂ - E}Z} L{J‘Q‘{: 1y 2; }k . Z}
3 ’ 3 )
x In(2)
0 5/4 e 2v/1 — z? arccos(z)? |:1n(3 + \/E)’ oo [ In(3) v 0
15% In(3/5) + 3% In(3) _In(3) B
- L n(2) T aictan(x) {In(v/5 — 2),In(v/5 4+ 2)} 1 4/3
2z ™
z+— (In(z) + 1)z"e™ " 1 T+ 20 —— — {2kn; ke Z} —In(2)
Vi—el 6 2
13 In(2) ) N
1 x +— sh(x)ch(ch(x)) 2 r “ ) {0,1} z+— (In(z) + Dz
51
T In(4) ln( 2 ) T
1 sh(z + ) 1 m(20/3) 1 ey ch(z —y) 0 1

» |Réponses et corrigés page 159
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Fiche de calcul n°21 020A

Suites numériques

Prérequis
Suites récurrentes. Suites arithmétiques. Suites géométriques.

Suites explicites

alcul 21.1 ]

2n5+3 x 2n+2

Soit la suite (uy,)nen définie par : Vn € N, u,, = . Calculer, pour n € N :

Calcul 21.2 o

n

Soit la suite (¢,)n>1 définie par : Vn € N, ¢, = 1n<§n>. Calculer, pour n € N* :

Suites récurrentes

©
On définit la suite (un)nen par : ug =1 et VYn € N, wu,y1 = 2u, + 3. Calculer :

0o
On définit la suite (vy,)p>1 par : vy = V2 et Vn > 1, VUna1 = 1/Un. Calculer :

b)  SOM SIXIRME LETTNE ...\ttt ettt et
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1
On définit la suite (wy)nen par : wop =2 et Yn € N, wy,41 = iwi Calculer :

b) son centiéme terme .........

Suites arithmétiques et géométriques

Calcul 21.6| — Suite arithmétique (I).

La suite (an)nen est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2.

Calculer :

Calcul 21.7| — Suite arithmétique (II).

2
La suite (b, )nen est une suite arithmétique de raison r vérifiant que b1p; = 3 et bio3 = —.

Calculer :

Calcul 21.8| — Suite géométrique (I).

4

1
La suite (gn)nen est la suite géométrique de premier terme go = 3 et de raison ok

Calculer :

a) son dixiéme terme ................

b) clo=go+g1+..-+gg e,

Calcul 21.9] — Suite géométrique (II).

5%
La suite (hy,)nen est une suite géométrique de raison ¢ > 0 vérifiant que hi; = — et hijz =

Calculer :

11 25 °
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Suites récurrentes sur deux rangs

“alcul 21.10
Soit la suite (uy)nen définie par : ug =2, u3 =1 et ¥n € N, upi9 = Upt1 + 6uy,.

Calculer, pour n € N :

Calcul 21.11
Soit la suite (v, )nen définie par : vog =0, v1 = V2 et Vn €N, vpio = 2041 + .
Calculer, pour n € N :

Calcul 21.12] — Suite de Fermat.
Soit la suite (F),)n>o définie par : Vn € N, F, = 22" 4 1.

Calculer, pour n € N :

a) F3 ot d) Fux(Fp—2) cooiiiiiann.
b) Fy oo e) F2
¢) (Foo1—1)2+1 oo, f) F2.,—2(F,—1)?%..........

Réponses mélangées

1 5 3 069 17 6 141
- IV 20 R Anln(2 Foi—2  — 222
24 5 9 512 n+2 nIn(2n) ntl 24 1024
o 9yz  LEVO" - A=V2D" 91 10000  2nln(n) 10% 65 537
11 2 gn+3 .
257 T\/g 211 % 285 F 422t 3ng(—o)n
12 9 + 1) x 23n+2
8 2 10201 13 % s F, 2001 2 3@+ 3) X

» |Réponses et corrigés page 164|
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Fiche de calcul n°22 021A

Développements limités

Prérequis
Il est nécessaire de connaitre les développements des fonctions usuelles, ainsi
que la formule de Taylor-Young.

Les développements limités peuvent se donner « au sens faible » (avec les petits o(-)) ou « au sens fort » (avec
les grands O(+) ). Volontairement, aucune de ces deux formes n’est imposée. Mais, pour des raisons de concision,
une seule d’entre elles est donnée dans les éléments de correction de chaque question.

Développements limités

Calcul 22.1]| — Développements limités d’une somme ou d’un produit de fonctions. L

Former le développement limité, a I'ordre indiqué et au voisinage de 0, des fonctions de la variable réelle x
définies par les expressions suivantes :

a) Alordre4: sin(z)+2In(1+2) ..oooviiiiiiniiii..

b) A l'ordre 4 : WUt
1+z

¢) ATordre 6: sin(z)(cosh(z) —1) ..oovirrieiiiieiiii...

d) ATordre 6: eSIN(Z) ..ovvriiii

Calcul 22.2| — Développements limités d’une fonction composée (I). 00

Former le développement limité, a l'ordre et au voisinage indiqués, des fonctions de la variable réelle x définies
par les expressions suivantes :

a) Alordre4,en0: (L42)% «ooviiririiiiaeiai,

b) A Pordre 6, en 0 : COS(T) et

~ ix

c) Alordre3,en0: €° ... . i

d) A Tordre 2, en 1 : In@—2)
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Calcul 22.3| — Développements limités d’une fonction composée (II). 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, des fonctions de la variable réelle z définies
par les expressions suivantes :

a) A lordre 2, en g posin(meos(z)) i

b) A lordre 3, en Z Dootan(x) o

¢) A Tordre 7, en g coocos(msin(z)) e

Développements asymptotiques

00

Former le développement asymptotique, a la précision et au voisinage indiqués, des fonctions de la variable
réelle x définies par les expressions suivantes :

N 1 1
a) A la précision 2%, en 0 : Tl D) T gE e

N 1 in(1
b) A la précision —, en 400 : M ...........................
xd z+1

N 1
¢) A la précision —3en +oo: zln(z+1)—(z+1)In(z) ..........

N x 1 r
d) A la précision 6—2, en +o00 : <— + 1> .........................
x x

Réponses mélangées

3 4
A R (D
z®  ab ©oo @) ex  1lex®  Tex® 2 447ex’ (%)
2 2 z—0 24 16 5 760 —0
—In(z)+1— ! + ! ! 0 <i>
2¢  3x2  4x3  a—too\ 23

L di e o (B) ke e B o)

x2 x?’l 6:1:14 6:{5 z—+oo \ 26 4 5 96 5 760 =0
B TRE TR N R LS M (C Sl

2

—1+7T—(:c—z>4—ﬁ—(x—z>6+ 0 ((x—z>7> 1—3—7T2(1:—z)2~|— 0 ((m—z>2>
8 2 48 2 T 2 8 3 =% 3
e_%(ez+§—ﬂ>+ 0 <§> x+x2+x—3—x—5—x—6—|— o (2%)
3z 3622 z—r4o00 \ 22 3 30 90 =0

5
e 1+ix—x2——ix3>+ o (z%) T— -2+ —
6 x—0

» |Réponses et corrigés page 167|
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Fiche de calcul n°23 022A

Arithmétique

Prérequis
Division euclidienne. Algorithme d’Euclide. Théorémes de Gauss, de Bezout et
de Fermat. Décomposition en facteurs premiers.

Division euclidienne

— Variations sur le signe. o

Effectuer la division euclidienne de a par b, on donnera le résultat sous la forme « (quotient, reste) ».

a) a=0let b=9 .. .

b) a=—6let b= ..o

C) a=0let b= —0 ..

Calcul 23.2] — Diviseur et reste inconnus. o

On divise 524 par un entier non nul inconnu, d. Le quotient vaut 26 et le reste 7.

— Arithmétique modulaire. ()

On rappelle que deux entiers a et b sont congrus modulo n, ce qu'on note a = b (mod n), si et seulement s’ils
ont méme reste de division euclidienne par n.

a) Lereste de 517 par 3 vaut ..............

b) Le reste de 3170 par 5 vatt . .....oii

— Encore des modulos. 00

b bxc

c A -
La notation a” désigne le nombre a a la puissance « b puissance ¢ ». A ne pas confondre avec (ab)° =a

Le chiffre des unités de 1 0031002 ast o
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PGCD et PPCM

Calcul 23.5| — Réduction de fractions. ]
On notera a A b le plus grand diviseur commun de a et b et a V b leur plus petit multiple commun.
a) 10 010 A2 TT2 VAUL .ottt
10 010
b) La f irréductible de ———— €St ... ...
) La forme irréductible de 5 773 est
€)  T29V 360 VAUDL ..ottt e
1 2
d) o o VAU
) 360~ 729 U
— Systémes diophantiens. o
Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a, b) tels que :
a) a2_b2:9792 a><b=360
aAb =24 X b) Savb=60  ......
6<a<bd

Coprimalité, relation de Bezout et théoreme de Gauss

Calcul 23.7] — Inverse modulo 13. 00

L’objectif de cet exercice est de résoudre I’équation de congruence 5z+4 = 7 (mod 13). Pour ce faire, on cherche
un inverse pour 5 modulo 13, c’est-a-dire un reste noté invy3(5) tel que 5 x invy3(5) =1 (mod 13).

a) Donner une solution dans Z? de I’équation diophantienne 5u+ 13v =1 ........

b) Déterminer I'inverse de 5 modulo 13 ... ... ... . i

c) Résoudre 'équation 52 +4 =7 (mod 13)dans Z ............ccocoviiiiin...

Calcul 23.8) — Autour d’une équation diophantienne. 000

On considére N le nombre de couples d’entiers (z,y) solutions de I’équation (E) : 192 — 6y = 1 et vérifiant
3 001 < = < 3 331 et on considére (zg,yo) celle de ces solutions qui maximise y.

D) (Z0,Y0) VAL ottt
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Décomposition en facteurs premiers et théoréeme de Fermat

alcul 23.9] — Décomposer pour décomposer. L

Donner la décomposition en facteurs premiers des entiers suivants. Il s’agit ici d’appliquer au maximum les
critéres élémentaires de divisibilité (par 2, 3, 4, 5 et 9).

a) 2022 ... €) 2021 ..
b) 2023 .. d) 2027
Calcul 23.10] — Diviseur et quotient inconnus. ]

On divise 477 par un entier non nul inconnu, n. Le quotient est ¢ et le reste vaut 8.

) M VAU . b) gvaut ...l

— Arithmétique modulaire. 00
Déterminer, dans chaque cas, le reste de chaque puissance modulo ’entier proposé.

a) 3% =36 (mod35) .............. d) 5% (mod 77) ...l

b) 3 (mod 35) ...t e) 77?2 (mod 143) ..................

¢) 67 (mod35) ..., f) 3853456 (mod 4 195) ..............

Réponses mélangées

1
4 2 11 1 1l i
(6,7) 67 0 (mod 13) 55 160 est premier
1 2x3x337 20160 7  (216,192)  (12,30) 7 x 172
65
56 43x47 (=72 2 1 66 2 4 1 ¢

(3331,10548)  (=5,2) 8 (mod13)  (=6,7) 6 154  (7,2) 5

» |Réponses et corrigés page 171|
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Fiche de calcul n°24 023A

Polynémes

Autour de la division euclidienne

— Pour s’échauffer. 00

Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le quotient @ et le reste R de la division euclidienne de A par B :

a) A=X34X2—X 41, B=X—1 .ttt

b) A=X*—3X3+4X%2—-1, B=X?+X+1 ...

) A=X"+ X' - X*+X -1, B=X’+X?42 ...

d) A=26X*+12X> - 11X?-2X+1, B=2X*-X?—-X+1 ............

— Avec des degrés arbitraires. 000

La lettre n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de A par B :

8) A= X" B =X 1 .0

b) A= X324 X3 L X3 B X2 X 1 oo

) A=(X=3) 2"+ (X —2)" =2, B=(X —2)2 ... i

d) A=X"2 Xt X" B=X3—2X +1 ... ...

— Avec des opérations. 00

Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de P par X* :

a) P=A4+BouA=X"+X-2etB=X"+X—-1........................

b) P=AxBouA=2X>-3X? - X4+1et B=X>+X+1 .ccocovvvrii...

¢) P=AoBouA=X?-3X+1letB=(X—-2)% . ...,

d) P=AoBouA=2X*-3X>-X+letB=X"+X>-2X+1 .........
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Calcul 24.4] — Pour évaluer en un point (I). 00
Soit P = X% —2X% —8X% - 22X3 —53X? — 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X* +1 ................

b) Calculer P(1) ...uouiriit

Calcul 24.5| — Pour évaluer en un point (II). 00
Soit P = X% —2X5 —8X* —22X3 —53X2 — 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X* —2 ................

b) Caleuler P(V2) .ot

Calcul 24.6] — Pour évaluer en un point (III). 000
Soit P = X% —2X5 —8X% - 22X3 — 53X? — 56X — 20. En vous inspirant des exercices précédents, calculer :
a) P(WV2—1) ..., b) Pli+1) oo,

— Pour factoriser. 000

Factoriser dans R[X] les polynémes ci-dessous, connaissant certaines racines :

a) P=X*-2X34+2X?-2X +1 ol 1 est racine multiple ....................

b) P=X*—4X3+11X? - 14X + 10001 1 +iest racine ......................

¢) P=X%-3X54+2X*— X? 43X —2ou 1 est racine multiple et i est racine

Réponses mélangées

24 — 36i R=X?’+X-1 R=-2nX+4n—1 R=2X-3 R=0

—150 —108v2 (X2 —2X +2)(X2—2X+5)  8-206i R=-36X+24

Q=X>-4X+7

(X -DA(X2+1D)(X +1)(X -2) R=1 R=-29X°+11X?+2X — 1

R=-3X -8
Q=13%+2 ,
Lo R speesy 95N
R=3(20X* - 5X —23) =-X’+X+
_ Y2
R=-108X —150 ~ R=-8X°+21X°—-20X+5  76—92V2 g;gf +2X +1

» |Réponses et corrigés page 174|
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Décomposition en éléments simples

Prérequis

Polynomes (factorisation, division euclidienne), primitives usuelles

Calculs de décompositions en éléments simples

Fiche de calcul n°25

Calcul 25.1] — Uniquement des poéles simples.

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X4 -2

Y XXX +2)

X342
(X - 1)X(X+1)

b)

Calcul 25.2

Méme exercice.

X+1
(X +2)(X +e)

a)

X2+ X+1

D oy -

X242
(X —V2)(X +V3)

c)

024A

— Avec des pobles multiples.

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X +1
2) (X —1)2(X —2)(X —3)

24 X2
) (X +1)X2(X —1)2

d)

(X —1)2(X — 1)
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Calcul 25.4/ — A vous de factoriser. 000

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

2) X-3
A e
b) 2X3+1
XTo3x2iax
— Calculs de sommes. 000

Soit n € N tel que n > 2.
Calculer les sommes suivantes, apres avoir fait une décomposition en éléments simples de leur terme général.

1
a) Zm ........

k=2

- k2 —5k—2
b) ’;(k—l)k(k+1)(k+2) ‘

000

Effectuer la décomposition en éléments simples sur R des fractions rationnelles suivantes.

2X +4
(X 1 1)2(X2+ 1)

a)

b)

X -DX+)X2+Xx+1)

Calcul d’intégrales de fractions rationnelles

— Avec des pdles (simples ou multiples). 000
Calculer les intégrales suivantes :

a) /11//22 (x—mj)—(;l—kl) de ..... d) /12 m de .....

b) /01 (x—i—l)(xf—Q)(x—Q)dx e) /01/249521de ............

c) /12 xQ(xl—i— 12 dr ........... f) /23 z4aildsc ...............
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— Primitives.

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes.

1
2 -1

a) T +—

b)

T +—

T —

T +—

h)

Réponses mélangées

3 — L+ — 1 X -3- ! + —— 1 —I——7 Larctam xr
2(X —-1) 4(X -1 4(X+1) X "TX+1 X+2 V2 V2
2 1 1 1 1 1. |z—1 2 1 1-2X
— - — = —In(2) — = In(3 =1
ni2n3 @@ g X1 X112 X4
e—1 s 122 -1 1 11—z
- —41] 21In(3 - — - 4 =
n@+20)  yETg ey 8 Y 2o 2MiEe
-3 n 1 n 2 n 1 1 B 1 B 1+ 3¢ _ 1—3¢
X-2 X-3 X-1 (X-1) X+1 2(X-1) 4X—-19) 4(X+19)
1 n 5 2 n 1 2 arctan( 1)
1 X T 6X 12 sx-n -y 3 NIV
2 2 11 3 3 7T
— — —In(5) + = In(2 -+ — - 1 -
18 n()+9n() X T xe 4(X —1) 2(X—1)2+4(X+1) +2(X—7r) 2(X + )
1 1 B 1+ 1 _ 5 4
mX 7T21(X+7T)2 (X +m) 2(n—i—1) 2n 4 (V24 V3)(X +v3) (V2+V3)(vV2-X)
z2
_§ln(3)—|—§1 (2) x’—)m 7+25+(—131n|:c+1|—%ln|x—1|+%ln|z—2|
2 1 3
2 1 2 1
PSS S e A O GA T ST RTs ey
a:»—)lln(ac2+2)—lln|x+1|+ﬁar0tan(i) ! — 3 + X-1
6 3 3 V2 2(X-1) 2(X+1) X2+X+1
» |Réponses et corrigés page 177|
Fiche n° 25. Décomposition en éléments simples 71




Fiche de calcul n°26

Calcul matriciel

Prérequis
Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.

Calcul matriciel

Calcul 26.1)| — Calculs de produits matriciels.

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, E les cinq matrices suivantes :

1 -1 0
A=0 2 1|, B=(1 7 -2),
3 -1 2

1
2 1 -1 0 2 1
O<1 11 1)’ D<1 2)’ b= _21

Calculer les produits matriciels suivants.

025A

a) A% ... d) ExB g) D* ...
b) A% ... e) AxE h) DxC
¢) BxE f) BxA i) B'xB
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— Calcul de puissances. 00
On note 1 ... 1

(11 (21 ~ (cos(f) —sin(0) . )
A= <0 1)’ B= <0 3)’ ¢= <sin(9) cos(0) )’ D=1 @ :[
la matrice D étant de taille n x n (o n € N*), et ou 6 € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-iéme, pour k € N.

a) A% ... e) B ... i) CcF ...

b) A3 ... fy B* ... j) D?* ...

c) A* g) C? k) D?

d) B? h) 3 1) DF

— Calculs avec des sommes. 000

Soit n € N*. On note A = (aij)1<i,j<ns B = (bij)i<ij<n €t C = (¢ij)1<s,j<n les matrices de termes généraux
suivants :
_ (el _ oiqj—i _
ag = (G_1), by =270 ey = 0igga 6o

Donner le coefficient d’indice (7,5) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole > .

On rappelle que (;) =0 quand j > q.

Fiche n° 26. Calcul matriciel 73



— Deux calculs plus difficiles. 0000
Soient n € N* et (i,5) € [1,n]*
En utilisant les matrices de I’exercice précédent, calculer les termes généraux suivants.

Inversion de matrices

Calcul 26.5| — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00
Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :
. . 1 -1 0
A:(; ;) B:(l_+1 2_‘.l>, c=[o 2 1},
! ! 3 -1 2
s T 2 1 0 2 0 2 1
D=| =« 0 0], E=(|2 1 -3, F=1(2 0 1],
-7 27 0 4 2 2 1 2 0
1 01 -1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G= 1 1 1 1|’ H = 7T 2 2 9 |’ J= -1 -1 -1 1
0 2 3 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, 'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible ».

a) A d D. g G
b) B ¢) E. h)y H
c) C f) F i J
74
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— Matrices dépendant d’un paramétre. 000

Soit A un parametre réel. On note A et B les deux matrices suivantes :

A1 1 11 1
A=[-1 -1 2|, B=(Ax 1 x-1
A1 2 1 A 1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que
la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

a) CNS pour que A soit inversible

b) Inverse de A

¢) CNS pour que B soit inversible

d) Inverse de B
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Réponses mélangées

L [T AEN 1-x 2- -1 - L o
—x 0 ! 3 Non inversible! 2 x 3971 x 5Tl <O 1)
- 1— A2 A-1 A—1 -1
" " 1 (1) _11 8 _01 (5 2 1
: : — 17 (matrice 1 x 1) -3 2 -1
. n . _ _
) 2\ 0 10 2\6 —2 2
n n 0 0 1 -1
1 8 P (1 3) (8 19) :1,) _33 " (cgs(39) —sin(39)>
dr\y ] 4 0 1 0 27 9 _7 3 sin(36)  cos(36)
. -4 -1 3 n? o
T[22 A 2l A#£1 D2 (=5 15 3)
A—1 0 1-A n2 ... n2
4 -2 2 0
Ig :(13 If’ 118 —6 4 2 5 4 1 2 —e
18 —-926 -1 21 —7 5 -3 -1 4 5 2(7{—3) —2 T
-5 3 -1 -1
8 4 =2
5 3 —1 1) z+( (2)) (1 k) 1 1
2 x 31t n*=1D “[-16 -6 7
<4 3.1 2 3 0 1 8\ o _—2 1
; 174 :421 (Cf)s( —sin 20) 1 _12 _21 g (1 —041)(0i—1,541 + i 5)
1 I g sin(20)  cos(26 6\, o 4 +(1 = 85,n) (05,5 + bit1,5-1)
i (171 2k 3’“ 2’c -1y, (i-1 1/1 —1-2i
j—1 j j—2 3\1 —1+4i
17 =2
. COS(]CQ) — Sln(ka) i+laj—ifon _ 4 5
(_72 _4?4 i4> A7 (sin(k&) cos(k0) 2T 1) 0 9

» |Réponses et corrigés page 182|
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Fiche de calcul n°27

Algebre linéaire

Prérequis
Coordonnées. Applications linéaires. Matrices. Rang.

Vecteurs

026A

Calcul 27.1 o
Dans chacun des cas suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base Z.
a) u=(1,1), %= ((O, 1), (—1,2)) .........................................
b) u=(1,1), B=((-1,2),(0,1)) ..cooiiiii
c) u=(3,4), 8= ((1,2), (12, 13)) .........................................
d) uw=(1,2,1), Z = ((0,1,3),(4,5,6), (=1,0,1)) ......ccoiiiiiiii..
e) u=(-1,0,1), Z=((1,0,1),(1,1,1),(=1,=1,3)) oeoeriririiiiiii...
f) u=X*+X*2=(1,X,X(X-1),X(X-1)(X-2) .c.ccoeerriii..
g) u:rzr— cos(ac + E), B = (COS,SII) ..
3
Calculs de rangs
— Sans calcul. o
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 2 3
a) (; ‘1*) ........................... A (45 o)
6 7 13

1 4 1 4 1 o

2 8 2 8
b) 9 8 92 & || e e) Z O

5 20 5 20 6

1 2 3 4 ! 1
¢ [2 46 8| ... f) EMpR) ...

3 6 9 12 1 1
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Calcul 27.3

Déterminer le rang des matrices suivantes :

3 2 1

a) |—4 -3 —1| ...

-4 -2 =2

cosf) —sinf
(0 )

Matrices et applications linéaires

Calcul 27.4] — Matrices d’endomorphismes.

1 21

c) [0 2 4) ...,
1 1 2
1 -1 2 3
2 1 -1 2

d) 4 2 1 -1
1 4 2 1

Pour les applications linéaires f et les bases & suivantes, déterminer la matrice de f dans la base 4.

a) f:(z,y)— (z+y,3z —by)
% = ((1,0),(0,1))

b) f:(z,y) — (x +y,3z — 5y)
% = ((0,1),(1,0))

¢) fi(zy)— 2z+y,z—y)
%= ((1,2),(3,4))

d) f : (i‘,y,Z) — (x—l—y,Sm—z,y)
B = ((17070)7 (Oa 1a0)7 (L 1, 1))

e) f:P+—— P(X+2)
B =(1,X,X?%
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salcul 27.5| — Matrices d’applications linéaires. o

Pour les applications linéaires f et les bases %, %’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base % dans la
base #'.

a) f:(mayaz) — (x—f—y—i—z,x—y)
2= ((0,1,3),(4,5,6), (~1,0,1)) et #' = ((0,1),(1,0))

b) f:P+— P
B=(1,X, X} et # =(1,X,X2 X3

11 1 0 1
0,2,4,1)  (1/2,—v3/2) 1 (3 _5> 2 (3,-1)  (9/11,2/11) 3 -1 1

(-1,1/2,1/2) 1 4  (=1,3)

[N}
o O =
S = N
=

NI= OO OO
SO O
O O N O

-1 -1 1
1 3 2 2 (4 15 0) (—2,4/5,11/5)

~19 43
( 9 21) 2

» |Réponses et corrigés page 187|
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Fiche de calcul n°28 0027A

Equations différentielles

Equations d’ordre 1 & coefficients constants

Calcul 28.1 o

Déterminer les solutions des probléemes de Cauchy suivants :

a) Y =12y et Y(0) =56 .ottt

b) ¥/ =y+1 et y(0) =5 oorrii

) ¥V =3y+5 et y(0) =1 oottt

d) ¥ =2y+12 et y(0) =3 it

Calcul 28.2 00

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) BY = —y et Y(1) = e i

b) Ty +2y=2 et y(7)=—1 i

d) y=my+2e et y(m) =12 oo

Equations d’ordre 2, homogeénes, a coefficients constants

Calcul 28.3| — Une équation avec conditions initiales (I). L)

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) y” — 3y/ +2y=0 et y(O) =1 et y/(O) =

b) ' =3y +2y=0 et y0)=1 et ¢y (0)=1 ..ccoiiiiiiiiiiii...
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Calcul 28.4/ — Une équation avec conditions initiales (II). L

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) y” — 3yl + 2y = 0 et y(O) = ]. et y,(O) = 3 .........................

b) ¥ =3y +2y=0 et y(0)=1 et ' (0)=3i ...ccvviiiiiiii.

— Racines doubles, racines simples. ()

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) y” —y = 0 et y(o) =1 et y,(o) =1

b) v +3y +2y=0 et y0)=2 et y(0)=3 ...ccoeiiiiiiiiii.

) vV'+y —2y=0 et y(0)=1 et y'(0)=2 ..o,

d) v =2y +y=0 et y(0)=2 et y(0)=1 ..o,

e) vV'+4y +4y=0 et y(1)=1 et y(1)=-3 ..ccoviiiiiiiiiiiiii..

salcul 28.6| — Racines complexes. o

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) y” —+ Yy = O et ’y(o) =1 et y,(o) =

b) v"+3y +y=0 et y(0)=1 et (0)=—1 ...ccoviiiiiiiiiiiii.

c) y” + 2yl + 2y = 0 et y(o) = 0 et y/(O) = ]. .........................

d) v =2y +5y=0 et y0)=i et ¢y (0)=—i ..coceviiiiiiiiiiiii..

Réponses mélangées

4 1 2 2
T — —e¥ — —e @ T — e T — 12+—e (3’””_”2——e T — 2%
3 3 ™ T
. . —14i g, 141y, 6 e 6
x— (2 —3i)e” + (3i — 1)e** x|—>ez< e2lr 4 e2””> m»—)(—+7r>e S —
(2= 30+ (3 - 1) > : - v
& — 1 —2e20/T+2 x> (2 —1x)e” x +—> cosx + 2sinz T Te " — 5e 2" z+— 9" — 6
8e?* — § 3 1 3
T — e’ x — e6-2)/5 w»—)e— T — 6e” —1 T — e /2 COSQ——SinQ
3 2 V3 2
T (2 — ) T — 202 — ¢” T — 56e!?® x —> e sin(x)

» |Réponses et corrigés page 190|
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Fiche de calcul n°29 028A

Séries numériques

Prérequis
Séries usuelles (convergence et sommes), décomposition en éléments simples.

Séries géométriques, exponentielles, de Riemann

Dans les calculs de cette section, reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant
donner sa somme.

Calcul 29.1| — Des séries géométriques (I). L)

k>0
1 1
b) PYIRERREERREERERSRERPIES d) FrIRRRREERRRRLRPRRRRRRRE
k>0 k>10
Calcul 29.2| — Des séries exponentielles. ]
1 1
a) k' ...................... C) Z m .................
k>0 k>0
2k
b) 1 IRERRRERREEREERTLERRIES
k>2
Calcul 29.3] — Des séries de Riemann. o
1 1 1
a) Y 3o b) Y — ... Q) Y T
k>1 k k>3 vk k>6 k
Calcul 29.4] — Des séries géométriques (II). 000
1 ik
a) Z 27/{: ..................... C) Z o
k>2 k>3
b) Y emh d) ! AT
E>1 >4 (1 —1iv2)
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Séries télescopiques

00

Prouver la convergence et calculer la somme de chacune des séries suivantes :

]{32
Zk2—|—k} ......................... C) ZhI(m) ...................
k>1 k>2
1 k42) — (k+1)
;m .................. ,;arctan(l_i_ kj+2)(k+1)

Séries géométriques dérivées

Prérequis
On pourra utiliser le fait que, si o €] — 1, 1], les séries

D ket et > k(k

k>1 k>2

appelées séries géométriques dérivées, convergent et ont pour somme

~ 1 2
;ka i Zk(k—l =T ap

Calcul 29.6] — Des séries géométriques dérivées (I). L)

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

k>1 k>0

Calcul 29.7| — Des séries géométriques dérivées (II). 00

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

a) STh2F b) Z(3k+1)3ik .......

k>1 k>1

o) > k(k- 1)2,%_2 ........ d) D k(k—1)e*2

k=1 k>2
Réponses mélangées
1—7i 2¢3 1
- i . _el>3 % Divergente 5 % 39 1 Divergente

1 11 —2—5v/2i

S i T 16 Divergenth 2 In(2) T 5—4\/—1
1

242 2 2 e % 1 2 -3 4 Divergente e?

» |Réponses et corrigés page 194|
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Fiche de calcul n° 30 029A
Produits scalaires

Prérequis
Produit scalaire, famille orthogonale, base orthonormée.

Calculs de produits scalaires

Calcul 30.1) — Des calculs de produits scalaires de fonctions. 00

Calculer les produits scalaires entre les vecteurs suivants dans 1'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1]
muni du produit scalaire défini par :

1
() = | faeyat.
0
On note f1, f2, f3, f4, f5, f6 les éléments de E suivants :

fi:t—In(1+41¢), fo it — 12, f3 it —> cost,

faitr—el,  fsite— 14t foritr— 2.
a) (f1,06) cove €) (f3,f5) cevi
b) (fo, f5) weeirii d) (fay fa) oo
— Des calculs de produits scalaires de matrices. )

Calculer les produits scalaires suivants dans l'espace vectoriel Ms(R) muni du produit scalaire canonique.

1 2 1 2 0 3
OnnotemA(3 O>’B<2 1>etC<_3 O)'

Distances euclidiennes

— Des calculs de distances. 000

1
On se place dans R3[X] muni du produit scalaire défini par (P, Q) = / P()Q(t) dt.
0

a) Calculer la distance de X2 & Vect(1, X) «.onuriitteeeei e

b) Calculer la distance de X & Vect(1, X3) ... oo i

c¢) Calculer la distance de 1+ X2 & Vect(X, X2) oottt
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Orthonormalisation

alcul 30.4] — Orthonormalisation de Gram-Schmidt. ]
1
On se place dans Ry[X] muni du produit scalaire défini par (P, Q) = / P(#)Q(¢) dx.
0

En appliquant le processus de Gram-Schmidt :

a) calculer une base orthonormale de Vect(1,X) ...,

b) calculer une base orthonormale de Vect(X, X2 +1) .....oooiiiiiiieniinn...

Matrices de projections orthogonales et de symétries orthogonales

— Calculs de matrices. o
On se place dans R? muni du produit scalaire canonique, qu’on munit d’une base orthonormale % = (i, j, k).
On note z, y et z les coordonnées dans cette base.

Pour chacune des applications linéaires suivantes, écrire sa matrice dans la base A.

a) La projection orthogonale sur le plan P d’équation z +y+2=0 ..............

b) La projection orthogonale sur la droite D dirigée par ¢ +2k ...................

¢) La symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation x +3y —2=0 ........

Réponses mélangées

7 1
0

1

5(e2 —1) 41n(2) — 2 5 2sin(1) + cos(1) — 1 573
10 2 9 -6 2 2 -1 -1

1 1 11 1

Z{o 0 0 — - =|-6 -7 6 (-1 o2 4

5(204 6V6 3 H\y 6 o S\-1 -1 2

11 (\/§X, \/%(4)(2 ~9X + 4)) 10 (1, 2V/3(X — %))

» |Réponses et corrigés page 197|
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Fiche de calcul n°31 030A
Autour du groupe symétrique

Prérequis
Cycles, décomposition en produit de cycles a supports disjoints, signature.

Opérations sur les permutations

Calcul 31.1] — Echauffement. ]

On considere les permutations suivantes de Sg :

(1 2 3 4 5 6 ¢ (1 2 3 4 5 6

P=2 43165 @ 7741506 3 2)
Expliciter les permutations suivantes.
a) pt c) o? ... e) op .....
b) o' ... d) po ..... f) opot .
Calcul 31.2| — Opérations sur les cycles. o
Calculer les puissances suivantes, ou a, b et ¢ désignent trois entiers naturels non nuls distincts.
a) (ab)™ ... d) (abe)? oo,
b) (abe)™ ool e) (2451)% ...
) (13527)7 1 ......... f) (15237 .........

Décompositions en produit de cycles a supports disjoints

Calcul 31.3 00
Décomposer chacune des permutations suivantes en produit de cycles a supports disjoints.
2) 1 23 45 6 7 8 9 10
T 6 0 1 3 8 A4 10 5 9 ) e
b) 12 3 45 6 7 8 9 10
39 10 1 7T 45 9 8 ) e

€) (1352)24L1T7)(58) wvrieiieiiiiii

d) 13)3214B14)(214) ..o

€) (26)(4215)(32)(B15) covriieii
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— Application au calcul de puissances. 00

Exprimer chacune des puissances suivantes sous la forme d’un produit de cycles a supports disjoints.

)12345647
a 243165 .................................................
168
1 7
0 (2 )
)123 7\ %
C 6524137 .............................................

o (123 7\’
L 3 7 o L §) e

Calculs de signatures

[\
= W
Lo~
=
@2 Sy

S
ot
(=)

S
ot
(=)

— Calculs de signatures — niveau 1. )
Déterminer la signature de chacune des permutations suivantes.
a) (12)B34)(56) covvvvviiiiiiiia... d) (1324)% ...
b) (15324) i, e) (13)267)147312) ..........
¢) (15324)7% f) (13)267)A47312)% ...
— Calculs de signatures — niveau 2. 00
Déterminer la signature de chacune des permutations suivantes.
a)12345678910 C)12345678910
76 91 3 8 4 10 5 2/ 7 34718 9 10 2 6 5) 7
b)12345678910 d)12345678910
3 2 101 7 45 9 8 6) 71 6 10 5 9 2 3 8 4)
Réponses mélangées
1 2 3 45 6
1 (1 6 5 4 2 3> (12753) -1 (17(24358) 1 1
1 2 3 4 5 6
(146235) (2 6 5 1 3 4> (12653) (a b) (131064)(57)(89)
1 2 3 45 6
id (6 3 9 1 5 4) -1 -1 (174)(26810)(3905) (1674)(253)
1 2 3 4 5 6 1 2 3 45 6
(72531) (1 2 6 5 3 4) (4 132 6 5) -t
1 2 3 45 6
(6 43 2 5 1) (2154) (142)(56) (12)(34) (a cb) (cba)

» |Réponses et corrigés page 199
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Fiche de calcul n° 32

Déterminants

Prérequis
Nombres complexes.

Calculs en dimension deux

Soit @ un nombre réel.

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

a) (—aa Z) ............................. c) < .

S P ) |

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.
3/2 7/2

0 (% 7)o o |
In(2) In(8)

N ) P ) |
1/2 =3/7

c) 59 TJs ) e

Calculs en dimension trois

~alcul 32.3

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

On rappelle que le nombre complexe j vérifie j* = 1.

1 2 3
a) |4 5 6
789
-1 -2 3
by [-2 0 5
4 0 0
T —=j
¢) i =7
-7 1

85 72

)

V241 1-+32
Y-S RTINS

031A
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L

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

o]
) | 20 T T e
AR B
1 241 -2+i
b) =1 21 = 1 L = 0 |
-1 i 2
12z 1
5 15 3
1 1
c) 5 0 TR
2 11
5 3 15
00

Soient x, y et z des nombres réels et a un nombre réel strictement positif.

Calculer le déterminant de chacune des matrices d’ordre trois suivantes.

Ty z
A) | 2 U |
y z
In(a) In(a®) —2In(a)
b) In(va) —2In(a) (@) | oo
—In(a?) In(a) 2In(va)
1 1 1
c) T Y 2
2 2 22
T r+1 x+2
d) [Z4+1 42 T3

r+2 z+3 z+4

Réponses mélangées

—40 —2a? 23y 2% - 3ayz 0 3919 —4 —5+ 6i

4/375 0 227/336 20 V2413 6 —61n°(a) (y—z)(z —y)(z — x) -2

» |Réponses et corrigés page 202
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Fiche de calcul n°33 032A

Fonctions de deux variables

Prérequis
Fonctions d’une variable réelle (limites, continuité, dérivabilité).

Les fondamentaux

Calcul 33.1] — Ensembles de définition. ()

Déterminer le plus grand ensemble de définition possible de chacune des fonctions suivantes.

a) (z,y)—arcsin|e —y|.....oooi i

b) (zy) —In(x) + /Y oo

VY

z2+y2

c) (z,y) —

d) (z,y) — V16 —22 —y2In (2 +y* —16).............

Calcul 33.2| — Dérivation partielle (I). 00

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

a) fi(zy)— 2+ day 4T o
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Calcul 33.3| — Dérivation partielle (II).

Méme exercice.

a) fi(z,y) = cos(T—Y) o

si (z,y) # (0,0)

0 sinon

Compositions de fonctions

Calcul 33.4] — Reégle de la chaine.

On note w(t) = f(u(t),v(t)). Calculer w’(¢) pour chacune des fonctions f, u, v définies ci-dessous.

a) f(z,y) =42 +3y* avec {u T

vV = COS

0) fla,y) =a 3oy +2y°  avec {“8 ey

Calcul 33.5| — Changements de variables.
Soit f € C'(R?,R) et soit ¢ € R*.

Exprimer les dérivées partielles de f o ¢ selon celles de f pour les fonctions suivantes.

a) s (u,v) —> utvv-u
o (u, 5 o

b) ¢:(r,0) — (rcosf,rsind) ......

Fiche n° 33. Fonctions de deux variables
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Réponses mélangées
O(f o)

B of . . Of .
5 (r,0) = COSG@:C (rcosf,rsinf) + sm08 (rcosf,rsinf)

(e [yzongooy Ay (uteron) LA (e v o)

ou 2 7 2 2c0y\ 2 ' 2c
%(x, y) = —sin(z — y) et %(x, y) = sin(z — y) sin(2t)
of B 2 of _ 1 of _ of 4

o () = () Tew-@-w  Few=vete Loy o

8—x(x,y) = cos(e™) — xysin(e®™) e et ﬂ(x,y) = —2?sin(e") ™Y

dy
of of
o Hew = eoseny -y et 5w = 20 D costzay —y)
A(fop) _1of fut+v v—u 10f (ut+v v—u
o0 =55\ T T2 ) Taeay\ T o

A(fop) _ . Of . of .
T(7‘, 0) = rsmO%(r cosf,rsinf) + rcos@a—y(r cos @, rsinf)

9 VO o) G
8—£($,y) = { (22 + )2 Sin(OI;y) # (0,0)

—T2cos(4t) — 46 sin(4t) .
et D a,y) = { @y S @700

9y 0 sinon
2 4t —2t
10, 4+o00[ x [0, +o0] e te {(z,y) eR? |z —1<y<a+1}
oAt _ o2t

» [Réponses et corrigés page 203
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: = :
Réponses
4 —-10 n®+n
P O ) P - 1.3c) el — 1.7
) ) 3 n+1
LAID) o 20 L3d). .o 1 000 1.8 2) 4.0
O A) e -
11Q) i 14 16 6
| M ° | :
1.1d)............. 2 x 3" 1.8b) ...l 1+ ——
1.5a) i, 4022 k-1
1
1.2a). oo - 1 5
6 - 1.8¢c). ..o, 3
1.5b) E c) +x—2
1.2b) i B 1 ) DU I
1.5d) ... 2 3 5
1.2C) i 9] 5d) 1.10a) ..o =>3
-1
1 16a)...............
12d) e [ n(n+1)2 12 10
9 1.10b) ..o — > —
- ) 11 - 12
1.3a) ... 247 a
) L6D) oo, - 55 105
203 a 1.10 C) ............. _— =
b 25 21
1.3b) oo
24 1.6 3
Bo) S LA Non
112
Corrigés
32 8x4 4
1.1 a) OnaE_8X5_g.
b)  Onag x4 —(@2x4?x 4 =23 xa¥x £ =93 x4=2°
1.1 b) nas8 ><4—2_(><)><4—2_ XA X 5 =2 x4 =
27 142 (3 7lx (28?2 3¢
1.1 c¢) On a 309l = 3igo ¥f3.
(=2 x 3% (=2) x (=2)*F x 3 x 37D (=) x 4P x 3 x 3k 3k—2
Lid)  Ona —p g — = 4Fx3F %3 - 145 % 32 =2x3
. L 2 1 _2x3 1x4 6 4 6-4_ 2 1
1.2 a) On met au méme dénominateur : 1 3 1Ix3 3x4°"12 12- 12 " 12§
1.2 b) On transforme 0,2 en fraction et on met au méme dénominateur :
2 gp_2_ 2 _2x10 2x3 20 6 _20-6_14 _ 7x2 T
3 7773 10 3x10 10x3 30 30 30 30 15x2 15
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1.2 ¢)

(2><3><5><7)(7+7+7+*

Pour multiplier des fractions, on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux :

§X§X5_§X§X§_36x15x5_12><3x5><3><5_3x3_g_9
25 7 12 2571271 25x12x1  5x5x12x1 1 1 7

2 6 2 5 2 2x5 2x5 1

5
Sm (P = mm X () = x s == =5
15 5 15 6 15 6 15x6 3x5x2x3 9

1 1 1 1 2X3XHhXT 2x3x5XxT7 2x3x5x7 2x3xbx7
): + +
2 3 5 7
=3XOXTH+2X5XT+2x3XxT+2x3x5=105+ 704 42+ 30 = 247.

2 3 5 7

(T U IV 7
15 5 10/ 724 \15 5 5 8
(136 3) 7 (136 9 ) 7T 145 7 29 7 203
= —4+--)X=-=—4+—=)]X—-=—7 X =-=— X - = —
15 5 8 1 15 8 15 8 3 8 24
1.3 ¢) On simplifie d’abord les termes comportant des exposants

510 % 73 — 25° x 492 519 x 73 — 510 x 74 500 x 731 -17) 5x(=6) —10

(125 x 7)3 + 59 x 143~ 59 x 73 +59 x 73 x 23 59 x 73(1+23) 9 3

1.3 d) On calcule :
1978 x 1979 +1980x 21 +1 958 1978 x 1 979 +1 979 x 21 + 21 + 1 958
1980x 1979 — 1978 x 1 979 1979 x (1 980 — 1 978)
1979 x (1978 4+21)+1979 1979 x (1978 +21+1) 1979 x 2 000
- 1979 x 2 - 1979 x 2 T 1979x2
=1 000.

On calcule :

05-f+g 05-1+i-02_3-S+d 1-i+i-d
5_ 5 . 5 7 _ 7.7 =5 _ 5 .5 "T_71,.71_71
-t 51tz =35 §-mtxm s-1t3z—3

3G tw) s-gti-i 3 116

I_ 1, 1 11, 1_1

5(G-%+%) TE-3+i-3) 5 7 3

1.5 a) On connait I'identité remarquable : (a — b)(a + b) = a® — b>.
4 022 _ 4 022 _ 4 022 — 402,

T (—4022)2 + (—4 021)(4 023) (4 022)2 + (1 — 4 022) x (1 +4022) (4 022)% + 1 — 4 0222
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On fait apparaitre 4 021 dans 4 020 et 4 022 au dénominateur :

1.5 b)
40217 B 40217
40202 +40222 -2 (4021 —1)24+ (4021 +1)2 -2
B 4 0217
40212 -2x4021 x 14+ 1440212 4+2%x4021x1+1-2
B 4 0217 _ 40217 1
40212 -2x4021 x 1+402124+2x4021 x1  40212+40212 2
1.5 ¢) En posant a =1234,ona:1235=a+1et 2469 =2a+ 1. D’ou:
1235x2460—1234 (a+1)(2a+1)—a 2a°+2a+1
1234%x2469+1235  a(2a+1)4+a+1  2a2+2a+1
1.5 d) En posant a =1000,ona:999=a—-1,1001l =a+1,1002=a+ 2 et 4 002 = 4a + 2.
4002 4a + 2 _ 2(2a +1) _2(2a+1) 9
S a?+2a—(a2—-1)  2a+1 7

D : =
M T000x 1002—999 x 1001 a(a+2) — (a—1)(a+1)

1.6 a)
1 11 n nn+1) (n+1)? n+nn+1)—(n+1)°
m+1)2 n+l1 n nnr+1)2 nn+1)2 nn+1)2 n(n+ 1)2
_n4+n’4+n—m+2n+1) -1
N n(n + 1)2 T on(n+1)2
1.6 b) On rappelle la formule:a3—b3:(a—b)(ab+a2+b2).Cela donne :
a® =t (a+b)?  (a-b(ab+a®+b")  (a+b)? abta®+b> o> +2ab+ b _ ab
N (a —0)2 a—b a—> a—b  a-—b

(a—b2  a—b

6(n+1)

n(n —1)(2n — 2) _ 6(n+1) o _ o

2n 4+ 2 n( 2(n—1)  2(n+1) 2
n2(n —1)2

1.8 a) On trouve %: M% :4+%

1.8 b) Ontrouvekﬁlz o1 - e
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1.8 ¢) On trouve —5 P _3+x—2
1.9 Soit t e R\ {—1}. On a :
U S S ¢ & 1 1+ 124+ (1447 2t
142 (1412 1+ +0)2 1+e)(A4+6)2 1+)(1+0)2 (1 +2)(1+1)2
Donc, AB = 2t X (L+2)(14+1)* =2t
’ (T+t2)(1+1)2 '

125 105

1 — = —

1.10c) Ona 55 5 51
1.11 Nous allons étudier les produits en croix.

On sait que A = B si, et seulement si, 33 215 x 208 341 = 66 317 x 104 348. Le nombre de gauche est le produit de deux
nombres impairs, il est impair. En revanche, le nombre de droite est le produit de deux nombres de parités différentes,
il est pair. Par conséquent, I’égalité n’est pas vérifiée. Ainsi, A et B ne sont pas égaux.

10° 4+ 1 _10°+1

0541 e =101 Etudions les produits en croix.

1.12 On réécrit A =

e D’une part, on a (10° +1) x (107 +1) = 10" + 10" +10° 4 1.
e D’autre part, (10° +1)% = 10" +2 x 10° + 1.

Comme (10° 4 1) x (107 +1) > (10° +1)x (10° + 1), on obtient : A > B.
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Réponses
201 8) ¢ 10® 2.3 D) 22t x 3
2.1 D) e 2.3 C) e
2.1 C) et 102 2.3d) 238 x 3%6
2.1 d) 10~2 R
2.10€) 10* ZAD) o
2L ) o 105 204 C) e 310
2.2 ) e 154 ZAD 2° x5
x
—6 2. D A e
2.2 D) 5 a) 1
2.2 C) .......................................... 1
2.5 D)
2.2.d) . 772 z—2
2.2 ) 3° 2.5 C) e 2z
rz+1
2.2 ) 328
2.5 d) 2
2.38) 274 x 371 R T —2
Corrigés
2.3 a) Avec 6 = 2 x 3, on peut réorganiser le calcul et rassembler les puissances. On a :
23 x 32 _ 23 x 3?2 _ 23 x 32 :23><32 3T g2 3 gty g1

34 x 28 x 61 34 x 28 x 21 x 31 341 x 28-1 33 x 27

2.3 d) On simplifie en appliquant les regles habituelles de calcul avec les puissances, et en exploitant le fait que
(32 (=21)" 310 ¥
((_3)5 % 23)_2 310 x 2-6

(—a)™ = a"™ lorsque n est pair : =28 % 3%,

2.4 a) On fait apparaitre les facteurs premiers 2 et 3 :
817 66 B 93X17 o 9=6 y -6 B 9516 o 36 S15-12 _ g3 _ g
9—3 x 242 32x(=3) x 942 T 3-6 042
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2.4 b) Avec les facteurs premiers 5 et 11 :

55% x 12172 x 125° (5 x 11)? x (11%)7? x (5°)*> 5% x 1172
275 x 605-2 x 254~ 52 x 11 x (112 x 5)=2 x (52)4 = 58 x 11-3

=11.

2.4 ¢) On fait apparaitre les facteurs premiers 2, 3 et 5 :

1272 x 154 (2972 x372x3 x5t 27t x 32 x5t

252 x 184 (52)2x 24 x (32) 4  2°4x38 x5t

_ 310'

2.4 d) Méme méthode que précédemment. On a :

36° x 70° x 10 20 x3°x 2° x 5° x 7" x 22 x 5° 2" x 30 x 57 x 7°

= = =2 x 5.
143 x 282 x 156 23 x T3 x 24 x 72 x 36 x 56 27 x 36 x 56 x T3 x5
2.5 a) On met au méme dénominateur les deux premiéres écritures fractionnaires :
r 2 2 zz+l)-2x-1) 2 _x2+x—2:r+27 2
z—1 z+1 22-1  (z—D(x+1) 22—1" (z+D(z—1) (z4+1)(z—1)
_ 2? —x oz
T (et D)(z—-1) z+1°
2.5b)  En suivant la méme méthode, on obtient :
21 n 8 72(1:—2)—(95—}—2)_}_ 8 2z—4—xz-2+8 1
z4+2 -2 22-4  (z+2)(z—-2) (x+2)(x—-2) (z+2)(z—-2) -2
2.5 ¢) On commence par simplifier les puissances superflues; puis, en faisant comme précédemment :
z? n z? B 22z LT 2z _z(@+l4+x-1) 2z
22—z 23422 2B -2 -1 z+1 22-1 (z—1)(z+1) (z+D(x—1)
. 227 — 2z 2z

S+ D)(z-1) T+

2.5 d) La deuxiéme écriture fractionnaire se simplifie. On a :
l,e+t2 2 1 w2 2 1 1 . 2
z 22—4 22-2z =z (24+2(@x—-2) =z(z-2) =z z-2 xz(r—2)
rT—2+x 2 2

_:c(x—2)+x(z—2) x—2
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B4 C) it (z+1)(z+2)
34d).......... 3(9@4—7_(5\/?) <x+7+6\/3>7>
3.4¢)........ 2<x+3_;/@) <x+ 3+Zﬁ)
34f) —5(x —1) (z - ;)
35a)cii ’(x—l—y—z)(x—i—y—i—z)‘
35 D) e (3(142 + 3y)(—4z + ) |
85 C) e (z+1D(y+1)
35 d) (x—1y-1)
3.5 €) ’(:L+y)(x+1)2‘
350 . (a® +b*) (y — 42®) (y + 4a?)
3.6a) i (z—1)(z+1)(a*+1)
36Db) .. —8(z* +1)(z —4)(z +4)
36C) i (m +x+ )(x —x—i—l)
36d)...oi (a® +b*) (c* + d?)
3.6¢e)...... (a2+62+02+d2)(p +q% +r? +s)

Réponses

31
3.1a) i 8x3—6x2+§$—§
31b) ’x5—2:c4+m3—m2+2:c—1‘
B1C) i ’x5—x3+x2—1‘
31d).eiit ’x5+2x4+x3—x2—2x—1‘
B1€e) i ’x5—x3—x2+1‘
B )
3.28). . =2+ 122 — 172% + 82° — 32|
3.2 b)
B3.2C) i ’2—|—x —;1:4—:135‘
3.2d) i |—1— 32— 3% + 2%
i ) i
3.2f) ’1+2x+3x + 2z —|—x4‘
BB a) —6(6z +7)
3.3D) .t 405z + 4)(~-5z + 1)
B.3C) i |23z — 4)(10z + 3) |
3.3d) i | —8(z+ 1)(z + 16)
B4 a) (x—1)2
B4 b) (z +2)?

Corrigés

3.1a)  On utilise directement I'identité remarquable (a 4 b)* = a® + 3a’b 4 3ab® + b*
3.1 D)

« efficace », il suffit de rechercher directement le coefficient du terme d’un degré donné (sachant que (az™)(bz?) = abx

On peut écrire : (z — 1)3(552 +z+ 1) = (ms — 32° 4 3¢ — 1) (xg +z+ 1) = 2°—22"+2° —2°4+2x—1. Pour étre

TH-P).

Par exemple, dans I'expression finale et en utilisant 1’étape intermédiaire, le coefficient du terme de degré 2 est donné

par (—3) x 1+3x 1+ (—
(éventuellement) se passer de ’écrire.

1) x 1 = —1. Ici, étape intermédiaire n’étant pas compliquée (a effectuer et & retenir), on peut

Réponses et corrigés



3.1¢) Connaissant les identités remarquables (z—1)(z+1) = 2° —1 et (z+1) (J;2 —z+ 1) =241, on a facilement :

(CE+1)2(CL‘—1)(CC2—£C+1) = [(:E—i—l)(a:—1)][(m+1)(x2—x+1)] = ($2—1)<:E3+1) =2 -+ -1
3.14d) On calcule : (z 4+ 1)*(z — 1)(m2+x+1) = (x2—|—2x+1)($3 —1) =22t + 2% —2® — 22— 1.
3.1e) On calcule : (z — 1)*(z + 1)(m2+x+1) = (x2 — 1) (333 — 1) =2 —2® -2+ 1.

2
1
3.4¢) La forme canonique est (x + g) I On en déduit ensuite la factorisation a l’aide de 'identité remarquable
a® —b* = (a—b)(a+Db).
7\2 37
34d) Laf ique est 3( (o 4+ )"~ 52 )
) a forme canonique es (x + 6) 36
. 3y2 233
3.4e) La forme canonique est 2<(x + Z) - T6)

3.6 ¢c) On calcule z* + 2> +1 =" 422" +1—2° = (x2 + 1)2 —’ = (m2 +x+ 1) (322 —x+ 1). La factorisation est
alors terminée sur R puisque les deux équations « 224z +1=0»et«z’—2+1=0» nont pas de solutions réelles.

3.6 d) Une fois n’est pas coutume, on peut commencer par développer avant de factoriser. Ceci donne :
(ac+bd)* + (ad — be)® = a’c + b*d” + a’d” + b°c® = (a® +b°) (® + d°).

Signalons tout de méme qu’une autre voie (sans calcul) consiste d interpréter en termes de module d’un produit de deuz
nombres complexes !
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. ['e) . I d
Réponses
da)ooooooiiiiii 1 —
4.1 a) 4.3 ) 2_\[_\/§+§\/6 46¢C). .. 1+vax—-1
4.1b).... V3 -1 26 d) 11
4.3b) . 3-2v2 T e 201
4.1¢) . —V3+42
4.3¢)......... [1— V10 + Vi3] 46 a(z —2)
41d)...o VT -2 Ge) (z— vz -1
4.3d).... |VI5+ V0 V6 - 2]
dde)... 5
46f) ...l —4(x —1)
— 44a) .. ... —(V2+V3)
410 ... |3 — al
4.78) 2
4.22) i 441) 3+V2+V3+ V6
’ 2 4.7D) 2V2
4.2b) ... 9445 )
20 = 4.4C). . 2V/2 4.8a).............. —11+5v5
2C) +
44d) . 50 —25V3|  4.8b).................. 142
4.2d)... 3+V2
A5 V24+2-V6|  48¢) .. 142
4.2€) i 12V7 D 1
4.20) . 463) z A8 ).
Ba)....oll
10 Vo —1 4.8€). i 1+5
4.28). 9— 3\/5 ) -
46b)............ r—z2 -1 4.8f).............. In(1+v2)
4.2h)
4.9
Corrigés
4.1 a) Quand a est un réel positif, v/a est le nombre positif dont le carré vaut a donc /(—52) =5
4.1 f) On trouve |3 — al, c’est-a-dire 3—asia<3eta—3sia>3.
4.2 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :
Va+2/3=V1+2V3+3=1/1+V3)2 =1+ 3.
4.3 a) On calcule :
2-V3 _2-V3 2-v2_ (2-V3)2-Vv2) _(2-v3)2-v2) _4-2v2-2/3+V6
24vV2 24vV2 2-vV2  (2+V2)(2-V2) 22 -2 a 2

:2ff—\/§+%\/6.
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1 ona:
1+vV2+V3 '

1 1-(V2+V3) 1-(V24V3)  v2+v3-1

S (VY R R (VY)Y (P (V- RV ) O OV SV E R B

4.5 On pose A =

Ainsi, la technique de la « quantité conjuguée » n’est pas suffisante ici; mais on peut la réappliquer. On a :

(V2+v3-1)(4-2V6)  4v2-4v3+4V3-6v2-4+2V6 _ 2v2+4-2V6 _ v2+2-6
(4+2V6)(4—2v6) 16 — 24 h 8 - 4 ‘

1 _V2+2-46
1+vV2+V3 4

, ce qu’on cherchait.

| =
J—

(\/3+ff\/3f\/5)2=3+\/572\/3+\/5 3-vV5+3-vV5=6-2V/9—-5=6-2V4=6—-4=2.

De plus, \/3+\[—\/3—\/5>0,d0nc \/3+\f—\/3—\/5:\/§.

4.9 Appelons A ce nombre, et écrivons-le A = o — 8 en posant :

:33+U9—|—% et B={]-3+ 9+§,

Plutot que de se lancer dans des choses compliquées, calculons A? 3 laide de I'identité remarquable. On a :

A% =ao® — 3028+ 3a8% — 8% = o® — 8% — 3a8(a — B)

a4 125) 125
=6-—34 <3+ 9+ o7 34+14/9+ 57 |

Ainsi, on a finalement A% = 6—5A, ce qui est équivalent & (A—1)(A>+ A+6) = 0 en observant que 1 est racine évidente
de I’équation 2 4+5t—6=0. Finalement, comme 1 est 'unique racine réelle de cette équation, on trouve A = 1.
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IFiche n° 5. Expressions algébriques|

Réponses

Corrigés

5.1 a) On développe (a + 2)3 = a® + 64 + 12a + 8, puis on simplifie sachant que a*® = a® — 1.

51 b) ...... De a3 : a2 _ 17 On dedult aG: a3 (a2 _ 1) : a5 _ a3 et donc a5 _a6 : a3 De plus? a3 : a2 _ 1 ................
51 C) ...... On Commence par a . :(a3)2 : (a2 _ 1)2 : a4 _ 2a2 + 1 : _a2 _a pulsal .. : (_a2 _ a)Q : a4 + 2a3 + aQ
BAd)  Légale a® o +1 peut sierive ala o) = 1, co i monte aue a %0 et 1 =~ Alors L =10
52 a) ...... On developpe (3 + 1)2 : 9+61+12 ...............................................................................................
52 b) ...... On developpe .. (3 7 l) . : 9+6(71) Jr (71)2 : 97 61+12 ....................................................................
52 C) ...... Dyapres le Calaﬂ precedem (3 _ )3 : (8 _ 61) (3 _ l) : 24 _ 181_ 81+612 .............................................
52 d ) ...... On developpe dlrect ement (3_ 21)3 _ 33 _ . 3 X 32(21) 1 + 3 X 3 1 ( 21)2 _ (21)3 ..........................................
53 a ) ...... On developpe 24 _ 301 + 121 _ 1512 ...............................................................................................
5.81)  En remarquant que (24+3)(2—3) = 2° (37 = 449, on obtient par associativité 18,
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5.3c)  On développe : (—4 +iV5)® = —4% 4 3 x 4°(iV5) — 3 x 4" (iV5)? + (iV5)® = —64 + 48iV/5 + 60 — 5iV/5.

v3\'_ 1 V3 3 3V3
5.3d On dével ——+ i —— +3Xt—+3IX - —1—.
) n développe ( 2—1—12 8+ g + 3 3
5.4 a) De a® = 1, on déduit a” = a® et a® = a donc tous les termes se simplifient sauf deux : 4 — 1 = 3.
5.4 b) On commence par a'>** = (a'°)'*® x a* = a* car a'® = (¢°)* = 1. De méme, a***' = a', etc. et on obtient

donc finalement a* x a' x a? x a® = a'® = 1.

1234
1234 x (1234 + 1

5.4 c) Ceci vaut a® ot § = Z k= % est un entier multiple de 5.

k=0
................................................................................. c.l 5_1
5.4 d) Cette somme partielle de suite géométrique vaut

99 100
-1 1—
5.4 ¢) Cette somme géométrique vaut xa' =2 a_ ¢ -1
-1 a—1 a—1

5.4 f) En réordonnant les facteurs et en développant, on obtient :

(2-a)(2—a")2 - )2 —a®) = (5 — 2a+a"))(5 — 2(a? + a)
=25—-10(a+ a® + a® + a*) + 4(a + a*)(a® + d*).

Or,a+a’+a®+a* =—let (a+a')a®+a*)=a®+a®+a*" +a" =a+a®+a® +a* = —1 aussi.

5.5b)  On se raméne au résultat précédent : z* — LI x(zQ + i) 1 (1’2 + i) + (3: - l) =a(a® +2) +a.
x3 x?2 x x2 x

5.6 c) Le développement
(x+y+2)°=a+4°+2° —|—3(a:2(y +2)+ 3 (z+2) + 2 (x +y)> + 6xyz

. . N 3 N . s s
conduit par soustraction & a” — 3(ab — 3c) — 6¢, d’apreés 'expression précédente.
5.7 a) Premiére solution : on développe et on obtient une combinaison des expressions précédentes.

Deuziéme solution : on reconnait (a — z)(a — z)(a — y) = a® — (x +y + 2)a* + (zy + yz + zz)a — zy=.
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5.7b)  En factorisant, on reconnait (z + y + z)zyz.
5.7 ¢) On se raméne & (zy)® + (y2)° + (22)* = (zy + yz + 22)* — 2(zyz + v’z + 22axy).

5.8 a) On remarque que :

z2 (zy + zz) + y2(yz +ay) + 22(2:E +yz) = (332 +2 + 22)(xy +yz + zz) — 2lyz — ylzx — 2y

5.8 b) Premiére solution : on développe (z+y+ z)4 puis on conclut par soustraction a l’aide des calculs précédents.
Deuxiéme solution : on remarque que

(x2)2 4 (y2)2 4 (22)2 _ (:v2 P+ 22)2 _ 2(x2y2 F o2+ 22w2),
et donc qu’il suffit de développer (a® — 2b)* — 2(b* — 2ac).

Pr-y+yi -2+ @y —2) =2z —y) + @ -2z —yz2(y — 2)
=(z—y)(a® = (y+2)z+y2),

et 'on reconnait pour le dernier facteur : z° — (y + 2)z +yz = (z —y)z — (z — y)z = (z — y)(z — 2).

Pz—y)+yi@—2)+ 2y —2) =2z —y) + (° — 2" )w —yz2(y? - 2?)
=(z—y)(a® — (W +yz+ 2z +y2(y + 2))

z=y)((2® —y*)z —yz(x —y) — 2 (x — )

(z =) (= +y)z —yz — 2%)

(z —y)((@® = 2°) + (z — 2)y)

(z —y)(x—2)((z +2) +y),
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[Fiche n° 6. Equations du second degré|

Réponses

6.1d). i
B.208) .ot

6.2D) ... 0 donc —3/2

6.2d) ..t
B.2€) it

6.21) . | —1 donc —19/5]
B3 8) it

6.5d) . . | m done m(a—b)/(b— )|
B.5€) e
6.5 .. ’a—&-bpuis 2ab/(a+b).‘
6.6) i o? — 222 + 117 = 0
B.6 D). 2% — 62 — 187 = 0
6.6C) [® — 4z +1=0]
6.7 8) oo o —2ma+3=0]
6.7D).....|22% — (4m + )z + (2m® +m — 15) = 0

6.7¢)... ’m2x2+(m72m2)x+(m27m72):O‘

6.8a). ... ’m:—3/4etx:3/4‘

6.8D)... ’m:—letx:—2,oum:7etx:2/3‘

6.8¢)...... ’mzletx:—l,oum:—letle‘
B.3d).coeinn 6.9a). ... a=2etb=
638) ...................................... 69b) ............................ ’a——2etb—l‘
8] e woo PR
6.4a) . 2/3 6.9 ) o\ ’a:l/?etb:8‘
B.AD) 6.9¢) oo ’a:letb:S\ﬁ‘
6.4 C) o 610 8) e | oo 11U 1V3, +o0]
B ) 2m/(m +3) B.L0D) o [-3,5]
6.5a). i lldonc (a—b)/(b—c)‘ 6.10C) oo ’]—oo,—l]U[Q/S,—}—oo[‘
6.5b). ... ’1 donc ¢(a —b)/(a(b— c))‘ 6.10d) ’] “ 1204 —&-oo[‘
6.5C) i ’mdonc f(m+a+b)‘

Corrigés

6.1 a) (’est une identité remarquable : 2 — 6z + 9 = (z — 3)°.
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6.2 a) La racine 0 est la racine évidente par excellence ; la somme des racines valant ici 5, I’autre racine est 5.
6.2 ¢) La fonction @ — 222 + 3 est strictement positive car elle est minorée par 3, donc elle ne s’annule pas.
6.3 a) Ici on cherche des racines un peu moins évidentes : on remplace le probleme par le probleme équivalent de la

détermination de deux nombres 1, x2 dont le produit vaut 42 et la somme 13. On teste donc les factorisations évidentes
de 42,ici42=6xTet 13=6+7.

6.5 ¢) En réduisant au méme dénominateur de part et d’autre, Uéquation devient m(z”® 4+ ab) = z(m” + ab) qui est

une équation du second degré. Sur la forme initiale de I’équation, on lit que m est racine évidente, ’autre est donc ab/m.
6.5 f) Le nombre 0 est bien tentant, mais il n’est pas racine de ’équation. En revanche, a + b convient. L’équation
se réécrit (a + b)(x — a)(x — b) = ab(2z — (a + b)), d’otl une équation du second degré dont le coefficient devant z* vaut

2a
a + b et le terme constant 2ab(a + b), donc la deuxiéme solution de cette équation est ——.
a

+0b
6.6 a) La somme des racines vaut 22, leur produit 117. L’équation cherchée est donc z? — 222+ 117 =0.
6.8 a) Une équation du second degré admet une racine double si, et seulement si, son discriminant est nul.

Ici, le discriminant vaut A = (2m + 3)* — 4m® = 3(4m — 3). Ainsi, 'équation admet une racine double si, et seulement
si, m vaut —3/4, ce qui donne z = 3/4.

6.8 b) Ici, le déterminant vaut A = 4(m2 — 6m — 7), donc une racine évidente est —1 donc l'autre vaut 7. Pour

m = —1, on trouve z = —2 et, pour m = 7, on trouve z = 2/3.
6.8 c) Ici le discriminant vaut A = 4((3m + 1)* — (m + 3)*) = 32(m* — 1) donc I’équation admet une racine double

si, et seulement si, m vaut 1, auquel cas ’équation s’écrit #® 4+ 22+ 1 = 0 et la racine double est —1, ou m vaut —1,
auquel cas I’équation s’écrit z? — 2z 4+ 1 = 0 dont la racine double est 1.

6.10 a) Un trinome est du signe du coefficient dominant a l’extérieur de U'intervalle des racines, et du signe opposé

entre les racines. Ici, les racines sont V2 et 1, le trindme est donc strictement positif sur | — oo, 1[U]\/§, ~+00[ et strictement
négatif sur |1, v/2[.

6.10 b) Les racines sont —5 et 3. Le trindme est donc strictement négatif sur | — oo, —3[ U |5, +00[ et strictement
positif sur ] — 3, 5[.

6.10 d) Le signe d’un quotient est le méme que celui d’un produit ! Donc le quotient considéré est strictement positif

sur | — oo, —1/2[ U4, +00[ et strictement négatif sur | — 1/2, 4] (attention & Pannulation du dénominateur!).
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IFiche n° 7. Exponentielles et logarithmes|

Réponses
Tla) . i Aln@2)|  TBa) TBa). i
TAD) oo oM@ by Ll T8
— T8 C) i 1
(0% ) —31n(2) ] 2
T5C) i 3| TR
TLld)o 5 In(2) ? 7.9a) i, z + In(2)
75 d) . -
0% ) 31n(2) 9] TOD) oo e’
1 Vit
76 2In(2) +2I(3)|  TBe) -5
7.9¢C). i, In |z —1]
7.2a). . ... |~ 1In(3) — 2In(2) | 3
TS L) o 5 1
7.2 b) ......... ’211,1(3) _ 2 ln(2) ‘ 7.9 d) ................. - 1 + x
T6a) e —2
7.2¢). . In(3) + 111n(2) | Bl T9€) i (14 )"
1
7.2d). ... Bl() +2m()]  TEP) m2]  y10a mi2+5
d0a) ..., >3
7.2€) ... ] —21In(5) + 41n2‘ TBC) e 17
70Db)...... z € [0,1]
7.2 f) ........... 21n(5)_21n2 76d) .......................
T.6€) . -1 2
7.3 ] —2In(2) — 2In(5) \ ) Um0 ©)revre vZ
T D) [e]
25 - - 1
Tda). ... 3 In(v2 — 1) TTA) 710d) ... >3
TTD) o impaire
TAD) TaALa)eooooiieiiin
740 0] (O ) 13- a3
........................ - - 7.11 b)_ e
TAd) [0] TTd) e 2
Corrigés
7.1 a) On a 16 = 4> = 2" donc In(16) = 41n(2).
7.1 c) On a 0,125 = 1/8 donc In(0,125) = —In(8) = —31In(2)
7.1e) Ona72=8x9=2"x3"doncIn(72) —2In(3) = (3In(2) 4 2In(3)) — 2In(3) = 31In(2).
7.2 c) On a 0,875 = 7/8 donc
In(21) + 21In(14) — 31n(0,875) = (In(3) + In(7)) + 2(In(2) + In(7)) — 3(In(7) — In(8))
=1In(3) +2In(3) + 3 x 31n(2) = 31n(3) + 111n(2).
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7.3 On a
A=(In1-1n(2)) + (In(2) —In(3)) + - - - + (In(98) — In(99)) + (In(99) — In(100)).

En simplifiant les termes deux par deux, finalement, il reste A = In(1) —In(100), c’est-a-dire A = — In(100). Comme, par
ailleurs, 100 = 2% x 5%, on en déduit le résultat : A = —2(In(2) + In(5)).

On peut écrire plus rigoureusement ce calcul. On a :

A= kz::lln kiﬂ = kz::l(m(k) —In(k + 1)) = kz::lln(k) - ];m(k +1) = kz::lln(k) - ;m(]‘)

en effectuant le changement d’indice j = k + 1; d’ot, finalement, A = In(1) — In(100) = —2(In(2) 4 In(5)).

7.4 a) Ona(1+\/§)2:3+2\/§etﬁ: 2 — 1. Donc,

o= lln(3+2\/§) —4In(v2+1) = lln((1+\/§)2) +41nﬁ = %ln(1+\/§)+4ln

16 16

7 1 1 25 1 25
D’ou, finalement, « = — = In +41In =—1In =ZmH2-1).
8 1++v2 vV2+1 8 V241 8 ( )

1
—1In(In(2)) _ _(—=1)In(In(2)) __ -1 _
7.6 b) Onae =e = (In(2)) )
1
7.6 ¢) On a ln< exp(—lneQ)) = fln(exp(—lneQ)) = f(—lnez) =5 X (-2)=-1
1515 —2 115154
7.7 a) Pour z € | — 1515, +1515[, on a f(—z) =In 5 - T - In TG —a = fi(z).

1515—x

7.7 b) On a, pour tout z € R, z < |z| < /22 + 1; donc f2 est définie sur R. Pour tout réel z, on a :

fa(—x) = ln<—a7 + m) = ln(—a: +vVz2+ 1)

(—x 4+ V22 + 1) (z + Va2 + 1)

—z? 4 (22 + 1)

=1In =1In
x+Vz2+1 z+ Va2 +1
1
= ln——mMF—m = — x).
T+VrZ+1 fa(@)

7.11 b) Attention a 'ensemble de définition de ces deux équations...

Pour la premiére équation, on cherche les solutions dans | — oo, —5[ N (]617 +oo[N] — oo, —7[), qui est ’ensemble vide,

donc la premiére équation n’admet aucune solution.

Pour la seconde, on cherche les solutions dans | — oo, —5[N (] — oo, —T[U]61, +oo[) , ¢’est-a-dire dans l'intervalle | — oo, —7].

Dans ce cas, un réel x appartenant a | — co, —7[ est solution de 1’équation si, et seulement si, x vérifie z° + 13z — 26 = 0.

—13 — /273 _ —13+4+/273
o 2

Or, ce trindme admet deux racines réelles : 11 = ——————— et 2

3 . Seul z1 convient car z1 € | — 0o, —7]
et xp ¢ ] — 0o, —T|.
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IFiche n° 8. Trigonomeétrie|

Réponses
Bl &) [0] 8.8a)...... {g—&—%ﬂ,kez}u{—g—i—%w,kez}
8L D). [0]
1 88D i {47 /3,57 /3}
8.1 C) ........................................ —5
o7 —
8.8 D). {3”;}
8.1 d) -1-3
S ) @ 8.8h)..... {%+2kﬁ’kez}u{5§+2kﬂ—’kez}
8.2 b) .
8.2 0) _ B8 C) i {7r/6,117/6}
L -COSl'
8.2.d).. o 8.8C) oo {_56”,_2}
Vo2
8.3 @) it 1 8.8 ¢) {%+2kw,k€2}u{%+2km,k62}
8.3 D) et ﬁzﬁ 8.8d)...... {3m /4,7 /4}
88d) e {—n/4,3n/4}
— V2
8.3 C) it f4 V2 :
8.8 ). e {Z—Hﬂr,kez}
8.3 d) . 23
B 8) v 88€) i {m/4,3m/4,5m/4, T /4
1 3w w 3m
B4 D) 88e)...ooi { »av}
) conz ) R
BB A e @ 8.8€) {Z—i—kg,kez}
85D) i ’4cos3x—3cosx‘
T bm Tm 1lmw
886) { or Tm }
2 2 9 9 I
8.6 8) ..t ;f 66 6 6
5T m m o7
880) {_ T }
2—-+2 ) y s
8.6 D). 2\[ 6 666
ks 5T
87 8) e+ e 886)........ {Frimrezju{F+rmher}
8 7 b) ........................................... 8 8 g) {77 11771_ 13771_ 2371_}
BT C) v ’80034x78c0821:+1‘ oy 127 127 127 12
BB ) e T35m/3] g8 BRI
Bg) 2 1913 19
88 8) et {75,5}
33
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s 1im ™. [57
8.8¢g)...... (s +hmkez}u{Sn+hnkeZ} | 89¢)....oiiiiii] EEIE {677r
88N) i | {7/6,57/6,37/2}| e T i

89d). . i, [o, f] u [ ] U [,2#
88h) ... | {—7/2,7/6,57/6} ] 6 6°6 6
T 2T 8.9 d) —r 5—Wu[ffﬁ]u g
8.8h) ......................... {6+k3,k€Z} MV A 9 6 676 67
88 1) {7 /7,137 /7} [[ g{ om 3m
8.9€). i 19 13
. ™ T
8.8 l) ................................... {_?7?} 3 - -
8.9€) it [—, [u [f,f[
- - 47 2] L4
8.8i)...... {?+2kw,kez}u{f?+2lm,kez}
ng) F z[u}ﬁ Si_u[‘r)i ﬁ{u]?)iﬁ
8.87) e ({5r/14,97/143] T 4207127417147 2 274
. 3 3
8.8 7) e | {57/14,97/14}|  8.91) [—f,—g[U}—g,—ﬂ y Eg[U} 2=
. o7 9 =
8.81)...... {ﬁ”’”’kez}u{ﬂ”k”’kez} 8.98) i [o,iﬂ U [T,zn
8.9a) .. [0,37/4] U [57/4,27] | 59 — /4]
O ) —m/4, 3T
89a) . oo [—37/4,3m /4] 3 0 -
us s s us
8.9D) . m/3,5m/3]] SO {0’ 8] - [8’8] N {S’QW]
T n
8.9 b) ......................... _7(-,_*:| U {*,W] 8.9 h _ 7577[- U 75 31 U 7£
3 3 Oh)......... =g 38 R
T oT
8.9 C) i [0, g} u [6,%}
Corrigés
8.3 a) Utilisons la relation % = % + % puis les formules d’addition. On obtient :
o ™ 71' m . ™ . ™
cos( 3 ) =cos(§ + 7 ) = cos(§) cos(§) —sin(5) sin()
V3 V2 1 V2 V62
) 2 27 2 4
8.3 b) Pour commencer, remarquons que 2= % — % Ainsi, avec les formules d’addition, on obtient :
T ™ s s . .
COS(E) = COS(g — Z) = OS(g) COS(Z) -‘rSln(*) sm(f)
1 V2 3 2 V2+V6
=X —4+——X—=—.
27 2 2 2 4

Réponses et corrigés



8.3 ¢) De méme, on a :

tan(1>_sin<%) _EPR V6-Va VAo VB
12 cos(&) M2 VE+v2 V2(VB+1) VB4

Simplifions encore ce résultat, en appliquant la méthode de la quantité conjuguée. On trouve :

tan(f),\/5—1,(\/?7—1)(\/3—1)7\/§2+12—2\/§74—2\/572_\/g
12/ V3+1 (BHD(W3-1 3oz 2 '

sin2x  cos2x _ sin2zcosx —cos2zsinz  sin(2z —z) 1

sinx cos T sinx cosx sinx cos x coszx

On peut aussi faire cette simplification a ’aide des formules de duplication :

sin2x  cos2x 2sinx cosx 2cosz —1 1

sin z cosx sinx cos T cosx’

8.5 b) On calcule :

cos(3x) = cos(2z + &) = cos(2x) cos  — sin(2z) sinz = (2cos” & — 1) cosz — 2 cos xsin” z

3

; 2 3
=2cos’z —cosz —2cosz(l — cos” z) = 4cos” & — 3cos .

V2

241 242 2 2
8.6 a) Onacos—:2c052§—1donccosQZ: 22 =f4+ .Deplus,cosz>0donccoszz%[.
8.6 b) On a sin® % =1 —coszg = 2_4\/§et sin% > 0 donc sin% = 2%\/5

1 — cos(2x) 2sin’ z

8.7 a) On a cos(2z) = 1 — 2sin” z donc = tanz.

sin(2z) " 2sinzcosw

8.7 b) 0 sin3z cos3z sin3zcosx —cos3zsinz  sin(3x —xz) sin(2z) 2sinzcosw
. n a " —_ = - = " = " = -
sinz cosx sinz cosz sinz cosz sinz sinz cosz

V2

: s 2
8.8 ¢) Cela revient a résoudre « cosx = 5 OucosT=——7-

8.8 g) Si on résout avec z € [0, 27|, alors t = 2x € [0, 47].

Or, dans [0, 47], on a cost = ? pour t € {%,H%, 13%, 23%} et donc pour = € {112, 111—;, 113—;, 213—;}
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8.8 h) Le réel sinz est solution de 'équation de degré 2 : 2t +t — 1 = 0 dont les solutions sont t = —1 et t = =
1
Ainsi, les réels x solutions sont ceux tels que sinz = —1 ou sinz = —
™ ™ . . . . . 5w
8.8 )) On a cos 7= sm<f - 7) = sin —. Finalement, on résout sinz = sin VR
. < 1
8.9 d) Cela revient a résoudre —— < sinz < 3
8.9 f) On résout l'inéquation « tan(z) > 1 ou tan(z) < —1 »
8.9 g) Siz € [0,27], alors t = © — % IS [—%,ZW— Z . On résout donc cost > 0 pour t € [—%,%r — %], ce qui
T 3 Tm 3m i
S| EE 2o |LE or.
donnete[ 4,2] {2, 4} et donc x € [O, 4}U{4, TI':|

8.9 h)

Si z € [0,2n], alors t = 2z — T IS —%,47r— Z} On résout donc cost > 0 pour t € [—z,éhr— Z}, ce qui
donne t € [,E ﬁ} U [31 51} [ﬁ 15—”} uis x € [ 31} U [71 H—ﬂ} U [LS—W 27r}
12 22 21 P '8 88 g
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Fidl 59 Dérvation

Réponses
9.1 8) it 9.5 a) (22 +3)(2sin(x) +3) — (a2 + 3z) X 2c05(a)
Sa)...... @ein(a) 1 32
91 D) . 52" — 622 + 4z — 15] .
5 9.5 D) S -
9.1C) eeireiiei (22 — 2 + 10) exp(2) | 2z (32 + 2)2
N 322 —x (2% + 1) sin(2x + 1) + z cos(2z + 1)
9.1d). ..ot (6x —1)In(z —2) + P 9.5¢)...... -2 EEEmE
9.2a) i ’ 5(x? — 52)4(2z — 5) ‘ 9.5 ) (4 + 3) In(x) — 2z — 3
Sd) e ENE
9.2b) i 4(22° + 42 — 1)(32% + 2)| (n(z))

(1 1
9.2¢C) i, ’ 8 cos®(x) — 6 cos(z) sin(x) — 4 ‘ 9.6a). . ... 2 sm<x> - COS()
9.2d)....... ’ —3(3cos(z) — sin(z))?(3sin(z) + cos(z)) ‘ b 9

9.6 D).
o ) O—)o—a2
9.3 @) i 3
1 9.6 C) ..................................... m
9.3 D) oot 1
L) 9.6 d). .. z cos(w) — sin(w)
9.3C). i, ’ (=222 + 32 + 1) exp(z? + z) ‘ zsin(z)
- 10x — 5
9.3d). . ’ 6 cos(2z) exp(3sin(2x)) ‘ 9.7 8) it [FEESECESE
6x 222 — 1
94a). .. 5 cos( ) 2 1++3 1-3
+1)2 2+1 —
€ ) z 9.7b) ......... x+1($—|— 5 )(:r—|— 5 )
222 + 27 — 8 2z 41
94b).. 5 5 'n( 5 > 222 4+ 22 + 5
(2 +4) 2?2 +4 9.7 C) i GrY@o1)e
cos(x)
9.4C) i o 2
24/sin(x) 9.7 d) e CESIE
cos(y/3) 5
9.4 d) . i
2z 9.7 €) i 20— m@)?
Corrigés
9.1 a) On calcule : f'(z) = (22 + 3)(2z — 5) + (° + 3z + 2) x 2 = 62° 4 2z — 11.
9.1 b) On caleule : f'(z) = (32° 4+ 3)(z® — 5) + (z° + 3z + 2) x 2z = 52" — 62° + 4z — 15.
9.1 ¢) On calcule : f'(z) = (22 — 2) exp(2z) + (2 — 2z + 6) x 2exp(2z) = (2z° — 22 + 10) exp(2z).
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32—z

xr — 2

9.2 ¢) On calcule :

f/(x) = 2(sin(z) + 2 cos(x))(cos(z) — 2sin(z)) = 2(sin(z) cos(z) — 2sin’(x) + 2 cos®(z) — 4 cos(x) sin(z)
= —6cos(x) sin(z) — 4sin’(z) + 4 cos®(z) = —6 cos(z) sin(z) — 4(1 — cos®(z)) + 4 cos®(z)
= 8cos”(z) — 6 cos(z) sin(z) — 4.
9.2 d) On calcule : f'(z) = 3(3 cos(x) — sin(z))? (=3 sin(z) — cos(x)) = —3(3 cos(z) — sin(z))? (3 sin(z) + cos(z)).
En développant, on trouve : f'(z) = —54 cos”(z) sin(z) — 78 cos” (z) — 9sin(x) + 51 cos(z).

9.3 a) On calcule : f'(z) = ;ﬁzj- T C’est une application directe de la formule de dérivation quand f = Inowu.
1/z 1

©
S
o
=
©)
=]
Q
=
o
=)
@
~
~
8
=
I
\

9.3 ¢) On calcule :

() = (=) exp®+2)+ 2 —2)exp(a® +z) X 2z +1) = (=1 + (2—2)(2x + 1)) exp(z”® + z)
=(—1+4z+2—22% — z)exp(z® + 2) = (—22° + 3z + 1) exp(z® + z).

9.4 a) On calcule :

, 2% — 1 dr(z® +1) — (202 — 1) x 2z 2% — 1 42® 4 4o — 42 + 2z
f'(x) = cos X 0s

(2 +1)2 - 2 +1 (x2 +1)2

9.4 b) On calcule :

Flz) = —sin(2$+ 1) « 2(x? 4+ 4) — 2z 4+ 1) x 2z B —sin(2x+1) 222 4+ 8 — da? — 2
B 22 +4 (22 +4)2 - 244 (22 +4)2
224208 <2w+1)
(1'2 + 4)2 x2 +4 :
/ cos(zx)
9.4 c) On calcule : f'(z) = cos(x) =
24/sin(z) 24/sin(x)

Réponses et corrigés 117



9.4 d) On calcule : f'(x) = cos(v/x) x NG = %\/\/g’).
. a2
9.5 a) On calcule : f'(z) = (22 +3)(2sin(z) + 3) = (z~ +3z) x 2 cos(m)' En développant le numérateur, on trouve :
(2sin(z) + 3)2
(@) = —222 cos(x) + 4x sin(z) — 62 cos(x) + 6sin(x) + 6z + 9
o (2sin(z) + 3)2 ’
x 3V/x X2/
9.5 b) Oncalcule‘f'(m):ﬁ(3m+2)7\/§><3:32‘;%27 Q‘X/E _ dz+2-6z 2 -3
’ ’ (3z +2)2 (3z +2)2 2v/x(3z+2)2  2y/x(3z +2)2°
_ 3 2 _ 2 .
9.5 ) On caleule : f/(z) = 2sin(2z + 1) x (z° 4+ 1) —cos(2z + 1) X 2z _ 9 (z° 4+ 1)sin(2z + 1) + z cos(2x + 1).
(22 +1)2 (22 +1)2
2
9.5d)  On caleule : f/(z) = (42 +3) In(2) — (227 + 3z) _ (4x +3)In(z) — 2z — 3
(In())? (In())?
9.6 a) On calcule : f'(z) = 2xsm(f) + 2° cos(f) X (;—21) =2z Slﬂ(*) = cos(7>
N = O NIRCEE R = ;
9.6 b)  On calcule : f'(z) = 9; = Vo L
VI a2 9 — 2 9—a2  (9—22)V9 a2
9.6 c) On a trois

s 7 . s /
dérivée d’une fonction composée : f'(z) =

On calcule :

fonctions composées a la suite : f = In(y/u)). Donc on a, en appliquant deux fois la formule de
1

1
x ' () x

2¢/u — ) u(ac)

Flz) = 1 1(z —1) —7(x —21— 1) x1 1
x+1 (z—-1) r+1
r—1 r—1
1 -2 —1
2x 2L @17 T @A a1
rz—1
-1 1

9.6d) On caleule : f'(z) = cos(z) X x —sin(z) x 1 T _ x cos(z) — sin(z)
x? sin(x) x sin(x)
, —(-1) -1 (24 2)% — (3 —x)? 10z -5
. lcule : = = =
9.7 a) On calcule : f'(z) (3—2) + 2+2)? (3—2)2(2+ 2)2 (B-2)2(2+2)2
P | C2z(z+1)—1 2242z -1
9.7 b) On calcule : f'(z) = 2z oo porat = pr

Pour le trindéme 2z° + 2z — 1, on calcule son discriminant A =4 — 4 x 2 x (=1) = 12. On a deux racines :

Enfin, on a f'(z) =

xr1 =

—2—12 —2-2V3 —-1-+3 ot o 143
2x2 4 2 T
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22+1 Ix(@-1)—-(z+2)x1 = 2z+1 n 3
24+ x+2 (x —1)2 T2t —-2 (z—1)2

9.7 c) On calcule : f'(z) =

On cherche les racines du trinéme z> + =z — 2 dont le discriminant est A = 1+ 8 = 9; on identifie deux racines
x1 = —2, 2o = 1. Dot la forme factorisée : z° +z — 2 = (z + 2)(z — 1).
22+ 1 2z + 1) (z — 1 2 227 + 2
Alors : f'(z) = s + 3 2:(x+ (= 2)+ 3 +2) 5 = i $+52.
(z+2)(z—-1) (z-1) (z+2)(x—-1) (z+2)(xz+1) (z+2)(z—1)
Le trindme 22% + 2z + 5 dont le discriminant est A =4 — 4 x 2 X 5 = —36 < 0 ne se factorise pas dans R.
202+ 2z 45
(z+2)(x—1)%

Ona: f'(z) =

oy Ix(z+1)—xx1 11 2 1+ (z+1)°—2(x+1)
fa) = (z+1)2 +1_2m+17(x+1)2+1_x+17 (z+1)2
_1—|—x2—|—2x—|—1—2x—2_ x>
a (z+1)2 BNCESE
‘ 11-In(z)) - (1 +In(z)3t 1214 i) 2 B 2
9:7¢)  Oncaleule: f'(z) = (1 —In(2))? T (-m@)? (1-@)®  z(l-In(@)?
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Réponses
101 8) oo M+ 1] 104e) o 1 —e 7t 4]
1
10.1 D) oo _t—&—% 10,4 £) oo —e'
3 10.58) coeeii e ——cos®t
101 C)evvennen
¢ 2(t + 2)2 ;
105 D)oo
cos(4t)
10.1d) .o —— 10.5C) oot
o] 10
10.28) o0 Z141)2 - Zt% ) | |
T
10.2b). .o et 1
105 f) oo —sin(wInt)
T
1.
10.2C) i iarcsm(?t) 105 8) o
1 1
10.2d) e garctan(?)t) 10.5h). ..o 5 tan®¢ + In | cos |
2 : L4
103 8) o §ln|1 + 13 105 1) oo Ztan t
1 .
1083 D)oo 6(1 n 2t2)% 105 1) ot 2vtant
1
105 K)o oo -
103 C) e V112 tan ¢
1 1
3 - -
103 d) e S 105 D 31 —sin D)
1
10.3€) e ~In(1 + 3t2) 105 ) e iarctan(%)
1 105 1) oo arctan(e')
10.3 €)oo —
(14 3t2)2 :
10.6 a). . ociniii i(arcsin(t))2
1 ~In*t
10.6b) oo In |arcsin(t)]
104 D) oo 1
0-4b) 2Vint t sin(2t)
10.78) e -+
10.4 ¢) 2 2 4
A C) 3
— 107 D) oo _cos(dt) _ cos(2t)
2 8 4
10.4 d) ..o ~33
1 .
10.7C) e —cost+ gcos‘st
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1
10.9f) .o 3e3~2 puis ge?’t_Q
t(t? +2) 1 3
109¢g)..... o E Tt puis gln(|t —1])
2 — —
10.9 h) —% puis gln(t2 + 1) — arctan(t)
1
109i)............ cost(3cos®t — 2) puis ~3 cos® t
2tsin 1 + cos 1 1
. t t .
10.9§) oo, Y puis cos n
2 t
10.9 k) .................. ﬁ puis 111(2 + et)
e
2cost+3 1
10.9 1) ....... % puis —§1n|2—|—3COSt|
1 .
109m) ... a—ape puis —v/1 — ¢2
3cos?t —1 ) 5
109 n)....... 1+ cosZ )2 puis —In(1 + cos*(t))
1
10.90). oo (1—2t%)e" puis —§e_t2
Int—2 1
10.9p).cvevinii. - 2 puis Int — 3 In? ¢
1+Int
1009q) oo ————— puis In|Int
q) a2y P | Int|
sInt —sinlnt
10.971).......... costnt—smme e S puis — cos(Int))
t (a2t
-1
1011 a)............ _e(l(izt)z)) puis arctan(e’)
e
1
10.11b)....... sinh(t)? + cosh?(t) puis 3 sinh?(t)

107 d) e In(1 4 sin?t)
1070)
107 6). ’ —cotant + tant ‘
1
- 1 In | tan 2|
1
108 8) .o t+ It —
10.8 b) In |¢] !
Bb) nlt| — —
2t2
P
10.8C) v t+ —+ —
c) + 3 + 5
U
10.8d) . evvneiiii t——+ =
) 2 i 3
10.8€) .o t—2Int+1]|
¢ U
10.8€f) .. ceneni i t——+—-—Injt+1
) C+ L e
1 2
10.88) . evviiiiiiiinn. 3 In(1 + ¢t*) — arctan(t)
10.8 h) In |t + 1|+ !
Bh)ooo n —_—
t+1
o Lla o
10.9a) ...t 2(t — 1) puis gt —t° + 5t
1/2 1
10.9b)............. ] (t + 1) puis —7 + In |¢|
10.9 c) L3 s 234 0
9C) —— + — puis - —
ot A PR T op
4 31 .11 2
10.9 d) ............ 75*5@ puis 75? %
2t N R Y
109¢)............ 2e*" — 3e™ " puis 53¢ — 3¢
Corrigés
10.1 a) Admet des primitives sur | — co, —1[ ou | — 1, +00][
10.1 b) Admet des primitives sur | — 0o, —2[ ou | — 2, +00]
10.2 a) Admet des primitives sur |0, +00[.
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r

/ " cos(60) sin(30) 9 — / t %(sin({i@ +6) +sin(30 — 0)) o

cos(4t)  cos(2t) n

_ / %(sin(40)+sin(29))d9:_ 3 1

t . t :
Ona/ Mdez/ 280080 1y (1 +sin? 1) + €.
1+sin®0

tode tcos? 0 + sin? 0 b st . sing . .
= = cos SirL =1 si -1 5 Sezl se'
Ona./sin@cos@ / sin @ cos @ 0 / (525 + 225) o = In|sint|~In|cost[+C n|tant|+C

¢ do t sin? @ + cos? t 1 1 "
O = do = ——— + ——— ) df = —cotan(t) + tan(t) + C*°.
na / sin?(6) cos2(6) / sin?(0) cos2(0) / (sim2 0 + cos? 9) cotan(?) + tan(t) +

sin(46) ~

U /t cos?(20) + sin”(20) 0

28in(26) cos(20)

t1(2cos(20) = 2sin(26) 1 ) 1 ste 1 ste
,/ 4( Sin(20) + cos(20) do = Zln|sm(2t)| — Zln|cos(2t)| +C = Zln\tan2t| +C7°

10.8¢c) Onal—t*=1%—(*?=(1—¢*)(1 4> +t*) donc finalement on cherche une primitive de 1+ > + ¢
tg—1 0+1—2 ¢ 2 "
10. — _— = 1— —— =t—21 1 ste
0.8 ¢) Ona/ o / o= /( o )de t—2mft+1]+C
93+1—1 FO+1)(1-0+6%) -1 23 ste
10.8 f) Ona/(9 / o1 / ) d€—t75+§fln|t+1|+0 .
10.8 h) Ona/tLdﬁ—/the—/t ENIN S d0—ln|t—&-1\—i—i—|—cSte
’ J o@+127 ) (0412 6+1 (6+1)2 - t+1 '
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IFiche n°11. Calcul d’intégrales|

Réponses

11.1a)........ 113 o) 1 11.5€). ... 6]  11.7¢).ii

— 30
11.1b)....... 115§ V3| 11Td)..

1
2 ...... 5_7
11.1¢)........ 11.3f)......... T 1.7 ¢) 1
2a) dn) o 11.6a)..c.coenn... [0] 3
w2by R0 LT 11.6b)............. [0] 7t 5
........... 11.4b)............. ) P

s
11.2d).......... —54 1.4d) 1.6d) ... _3;4 11.8b)............ 1
11.2€). ...
°) @ 114e)...... e? — 3 1 1 11.8 o) 99
5 116 LA, )| 118¢)....... T
11.216) ... 3 11.46)......... e) ( e) n
1
o_ 1
11.5a)............ 78] 11.8d)........ e
11.3a)............. ) 11.6 ) ........... % 8d) 2
3
11.3b)...eeee. 11.5b)..... 2(e" - 1) 3
1 1 11.8€)..ooin... z
8 1 T 11.7 a) - — 3
11.3¢) oevnnnnn 5| 150 ;1n(1+§) 2 e+l
2
17 11.8f)........... —
11.3d)............. 5 11.7b) .. — 9
) [9] 11.5d).......... V2 2
6
Corrigés

11.1 a) On intégre une fonction positive et les bornes sont « dans le bon sens ».

-3 5
11.1 b) / |sin 7z|dz = 7/ |sin 7z|dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut

5 -3
Iinterpréter comme une aire. Elle est positive car on intégre une fonction positive. Le signe de I'intégrale initiale est donc

négatif.

-1 0
11.1 ¢) / sinzdx = —/ sin z dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut l'interpréter
0

—1
0

comme une aire. La fonction sin est négative sur [—, 0] donc sur [—1,0]; donc, l'intégrale / sin z dx est négative.
-1
Le signe de l'intégrale initiale est donc positif.

-3 7 7
11.2 b) On commence par mettre les bornes « dans le bon sens » : / —b5dzx = 7/ —5dz = / 5dz. Cette
7 -3 -3
derniére intégrale est ’aire d’un rectangle dont les co6tés mesurent 10 et 5.
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11.2 ¢) Il s’agit de laire du triangle dont les sommets sont l'origine O, le point A(7;0) et le point B(7;21). Ce triangle

1
est rectangle en A et son aire est 3 x AO x AB.

11.2 d) Les bornes sont « dans le bon sens », on peut donc interpréter l'intégrale comme une aire algébrique. Sur

I'intervalle [2, 8], la courbe de f(x) =1 — 2z est située sous l’axe des abscisses, I'aire algébrique sera négative.

11 s’agit de calculer aire du trapéze rectangle dont les sommets sont A(2;0), B(8;0), C(8; —15) et D(2; —3). L’aire de
1 1

ce trapéze rectangle est 3 X AB x (AD + BC) = 3 X 6 x (34 15).

2 0 2
11.2 e) Avec la relation de Chasles, on a / sinzdr = / sinz dx + / sinz dz. La fonction sinus étant impaire,
-2 -2 0

0

2
les aires algébriques / sinx dx et / sin x dz sont opposées, il suit que leur somme est nulle.
0

11.2 f) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique. Cette aire est

composée de deux triangles rectangles (les intégrales de —2 4 0 et de 0 & 1).

s & T
11.4 b) / coszdx = {sinx} *QSin(7> =1
-z -z 6
2 2
dz 1 1 1
11.4 R e
C) 1 $E2 |: .T:|1 2 T
100 4 Y 100
11.4d —dx = [2 CE:| =18
) 1 \/5 1
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33 1 9 33
11.5 —— dz= {7\/3 1} —2(10-1)=6
e) Y. el EA R ( )
3 T z 47 1 V3
11.5 f) /ﬂcos(ff:c) dx = {751n(57$>]7ﬂ fsm(ff)Jrsm(?) =3~ 3
3 z—2 1 2 3

-
=
(=]
3
N
S—
ol
-+
Q
=]
8
o,
8
\
S—
o3
S|
2|5
SRS
8
o,
I
—
|
—
=
S
o
o
2]
8
N
| I
S ol
I
|
5
7 N
S
~__

Ly 1-1 1 Yoy

1 T 1 T 1
e e 1 1 1
11.7 ¢ = — 4 :[—7} - =
2) /O 02 +2 +1 /0 (er+1)2 " 1 1le etl 2

3 -1 3

11.7 b) x+1 est négatif sur [—2, —1] et positif sur [—1, 3]. On en déduit : / |lz+1|da = / f:vfldm+/ r+1da.
—2 —2 -1

Ces deux intégrales se calculent avec des primitives ou en les interprétant comme des aires de triangles.

11.7 d) /wdng/ dz — 2 ln—xdﬂc:?)(efl)fQ[l(lnx)z} =3e—4.
1 T 1 T 2
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11.7 e) On calcule :

/0% cos(2zx) sin(x) dz

Il
=
[N
—
[
o
(@]
@
—~
8
N
|
—_
N2
&.
=
—~
8
N
(oW
8
Il
[}
(SE]

cos”(z) sin(z) dz — /2 sin(z) dx
0 0
2 3 3 1
=-3 [0053@)}02 + {cos(x)}: =-3
Y 71 1 (%
11.7 f) / |coszsinz|dz = / \5 sin(2z)| dz = 5/ | sin(2x)| dz. Le signe de sin(2z) est négatif sur [—f, O} et
.7% .7% ,g
positif sur [0, %} , il suit que :
T 0 T 1 0 1 T
/ |sin(2z)|dz = / —sin(2z) dx + / sin(2z) dx 5 {cos(2x)} —3 {cos(?m)} -
-3 -% 0 -z 0
. 5
Le résultat final est donc —

11.8 a)

La fonction intégrée est impaire, son intégrale sur un segment symétrique par rapport a 0 est donc nulle.

0 T2
1 1 1
11.8 ¢) Vrdx / z2dx = {gx%} g
0 0 3 o 3
S = a3 2
2 3 T
11.8 f) /o 15022 dz = 2/0 ¥ (3272 dz =2 [f arctan(?)x)}o = Zarctan(v3) = —

126
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IFiche n° 12. Intégration par parties|

Réponses
™
12.108) o Z -1
a) 5
1 3
121 b)) —ch(2) — =sh(2) — =
2 2
1201 C) it
In(2))*2!(? — 21n(2) — 2! 4+ 2
12.1d)........ (In(2)) n(2) i
(In(2))
12.1€) ottt
121 6) o 21In(2) — Z
7T
12.18) oo In(2) -2+ 7
121 h) e m_1
4 2
T V3
12.10) o — 4+
i) 23
2V2 4
12.15) i S A
J) 5 T3
4 4
12.1K) .0 ~V21In(2) — 8ot
3 9 9
1 2
121 1) e T me) -
4 2 32
Corrigés

fid

R —+ R
12.28) i { 2> (x4 2)e
RY = R
12.2b) i = 14z
x
R — R
12.2c¢c)........ 1
°) x — zarctan(z) — 5 In(1 4+ 2?)
R—R
12.2d) . { o s psh(z) — ch(z)
12.38) g —é?
12.3 D) oo e ; !
R — R
124 a)... 1
) T 5(— cos(x)sh(x) + sin(x)ch(x))
RY — R
12.4Db)............ { e 2 lns + 2
RY — R
Adc)...... 1 2 2
12.4 ¢) xn—>x3<31n2x—9lnx+27>
]-1L,1[ - R
12.4 d) o T learccos(m) (.I‘ _ 1— 1,2)

12.1a) On choisit u'(t) = cost et v(t) =¢. On a /2 tcostdt = {tsint} 2 /2 sintdt = g -1
0

0

On choisit u'(t) = sh(2t) et v(t) =2t +3. On a :

ch(zt)] !
2 0

/1(275 + 3)sh(2t) dt = [(Zt +3)

(=]

! 5
- / ch(2t)dt =
0 2
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12.1d) On choisit v(t) =t et u'(t) =2°. On a :
In(2 In(2 In(2) In(2
/ P ot ar :/ e gy [tl Qt} - / W) gy gy 21 21"
1 1 In(2) 1 In(2) J,
(In(2))22® — 21n(2) — 2122 4 2
(In(2))* '

12.1e) On choisit v'(t) = 1 et v(t) = Int. Ona/ lntdt:{tlnt} —/ ldt=e—(e—1)=1.
1 1N

2 2 2
12.1 f)  On choisit u'(t) =t et v(t) =Int. On a / tlntdt = [%tQ lnt} —/ %tdt =21In(2) — i[tﬂj =2In(2) — Z
1 [T

=1In(2) —2 [t — arctan(t)}; =1In(2) -2+ 5

1 2 1 142 1
t 1 t T 1 1 T 1
12.1 h (0] tarctantdt = | — tant| — - dt=—-— = (1— )dtzf—*.
) na/O arctan |:2arc an ]O 2/0 T+ 0 3 2/0 e 173

1 1 1
12.1 ) Ona/o \/%dt:[Qt\/l—i—t}o—Q/o \/1+tdt=2\f—§[(1+t)

12.1 k) On choisit v/ (t) = v1+t et v(t) =In(1 +t). On a:

ol
[
=} [

[\~
>

/01\/17+tln(1+t)dt: [§(1+t)%ln(1+t)]; - %/le/mdt: %x/iln@) - {*(Ht))%}

4 8 4
= g\/5110(2) - §ﬁ+ 3

™

T 1 T
12.11) Onmn a / ttan®tdt = / t(l + tan® t) dt f/ tdt. On choisit, dans la premiere intégrale, v(t) = ¢ et
0 0 0

NE)

s =z 2
u/(t) = 1 + tan® . On obtient {ttant} - /4 tantdt — [t} =I5 [ln coS(t)} — =
0 0

12.2 a) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit € R. En choisissant
xr

w(t)=¢e" etwv(t)=—t+1,ona / (—t+1)e"dt = [(—t + l)et} +/ eldt=(—z+1)e" +e" —2=(—z+2)e" — 2.
0 0

0

12.2 b) Cette fonction est définie sur R’} , y est continue et admet donc des primitives. Soit x > 0. Par intégration
1 “Int Int]® 1 1 1
par parties avec u/(t)ztjet v(t) =Int, ona/1 ?—th: {—HT]I—F/l tgdtz—%—;—i—l.

12.2 ¢) La fonction est définie sur R et y est continue. Soit # € R. On a, en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = arctant,

v z ot 1
/ arctan(t) dt = [t arctan t} — / —— dt = zarctan(z) — = In(1 4 2°). D’ol1 une primitive.
o o Jo 1422 2
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12.3 a) On effectue deux intégrations par parties successives : pour la premiére, on prend u'(t) = e et o(t) = t°+3t—4,

1 2t 71 1 2t
et on trouve / (t> + 3t —4)e* dt = {(t2 + 3t — 4)62} - / (2t+ 3)% dt. Puis, pour la seconde intégration par parties,
0 o Jo

2t
avec v(t) = 2t +3 et u'(t) = 7 on trouve :

1 2t 2t 1 1 1
(S} (S} 1 2t 11 52 1|:Qti| 5 2
@t dt =2 |@+3)S| 2 == 224 - =2 &
/O(t 3)2dt l:(t 3)4:|0 2/06 dt T 1¢ tale 5 ¢

™ i

2 s 2
12.3 b) On choisit d’abord u’ = exp et v = sin, d’ou : / e'sintdt = [et sint]o2 —/ e’ costdt. Ensuite, avec
0 0
™ s 5 z x
u' = exp et v = cos, on trouve eZ — [et costh — / e’ sint d¢. Finalement, on a 2/ e'sintdt =e? +1.
0 0
12.4 a) On effectue deux intégrations par parties successives pour déterminer, pour z € R, / sin(¢)sh(t) d¢. On
0

x

commence par choisir v’ = sin et v = sh; cela donne / sin(¢)sh(t) dt = {— cos(t)sh(t)} + / cos(t)ch(t) d¢. Puis, on
0 0

0

— /3C sin(¢)sh(t) dt.

choisit u’ = cos et v = ch, ce qui donne — cos(z)sh(z) + [sin(t)ch(t)}
0

Finalement, on a /Oz sin(¢)sh(t) dt = %(— cos(z)sh(z) + sin(z)ch(z)).

12.4 b) Cette fonction est définie sur R% et y est continue. Soit 2 > 0. En choisissant u'(t) = 1 et v(t) = In’¢, on

x x
obtient / Intdt = [t In® t}f — / 21Intdt. Puis, en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient :
1 1

@ T
xln2x72[tlnt] +2/ ldt=zln’z — 2zlnx + 2z — 2.
1 1

T t3
/ In’tdt = | —In’t
L 3

12.4d) Soit z €] — 1,1[. En posant u'(t) = 1 et v(t) = ™" on obtient :

» S L ,
earccos(t) dt = [tearocos(t):| _/ earccos(t) dt.
/0 0 0o Vv 1-— t2

t ,
Ensuite, en posant u/(t) = ————— et v(t) = ) on obtient :

V1—1t2
wearccos(z) _ |: /1 _ tharccos(t)] v +/z /1 g2 -1 earccos(t) dt = Iearccos(m) _ /1 _ IQearccos(z) _’_e% _/z earccos(t) dt.
0 V1—1t? 0

0
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IFiche n° 13. Changements de variable|

Réponses
13.1 a) Tl 132 z
LAY 5 b2 ) D
s
13.1b) o 6 13.2 ) —In =
13.1c¢) i 2arctan(e) — g 13.38) o 2¢?
1 13.3b)........ —2((V3-1)In(vV3-1) —4+2V3
13,0 d) .o [
4 T R
T 134a)........ Jo.gl -
13.10€) i o r +— tanz + Intan(z)
3 R — R
13.16) . 2In( - 13.4Db) .. r e
2 o T
2 4
13.2 a) T
D @ T B R R T T N I R 3\/3 Ri % R
13.4¢) .nnn. { o 2arctan(ver=T)
1 2e+1
13.2b) oo ln( 3 > R, > R
134d)........ 3., 2
p z =g In(xs + 1)
13,2 C) e E
1 —- R
T 7] 134¢)......... 1, ool
13.2d) e 4= r + arctan Va2 —1
4 8
Corrigés
131a) O t = sing 96[723}0 050 et done :
.1 a n pose t = sint avec 2 y B . n a a0 = COSU € onc :
1 s fus ki
/ \/1—1€2dt:/2 \/1—sin26’c050d6’:/2 c0520d9:/2 % = g
-1 -3 -3 -3

13.1b) On pose u = vt avec t € [1,3], donc t = u” et u € [1, \/§] On a % = 2u et donc dt = 2udu. Ainsi :
u

3 V3 V3
1 2u T 0w T
——dt = 7du:2{arctanu] :2<777>:7.
/1ﬁ+vt3 /1 u+ud 1 3 4 6

13.1c¢) On pose u=e avect € [0,1], donc t =1Inu et u € [1,e]. On a g—t _1 et donc dt = d—u On obtient :
uou u

e

1 1 e e
1 2 2 d 1
dt:/ fdt:/ 1—“:2/ 7du:2[arctanu} :Zarctan(e)—ﬁ.
o cht o et+et 1 u+gou 1 1+u? 1 2
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d ! z
13.1d) On poseu =sint avect € [0, g} .Ona % = cost et donc du = cost dt. Ainsi, / uw?du = / sin® ¢ cos t dt.
0 0

dt

: T g 1t 1
Finalement, on trouve sin®tcostdt = |—u =-.
o 4 1o 4

. d
13.1¢) Remarquons quon a cos’ ¢t = (1 — sin’¢) cost. On pose u = sint avec ¢ € [0, g} On a d—? = cost et donc
! E E 1 1" 1 1 1
du = costdt. Ainsi, / (1 —w?)du = / sin® ¢ cos® t dt. Puis, / sin® t cos® t dt = [ ut — fuﬂ =-——-—=_
. o o 1" 76 )y 176 12
2 dt
13.1f) On pose u =t avec t € [1,4], donc t = v’ et u € [1,2]. On a Tu = 2u.
u

A L, RPN L SR ® _ 2(n(3) — In(2
insi, t= u = u = {n +u} = n —In .
/1 t+ Vit /1 u? +u /1 L+u (1+w)] =2(n(3) —In(2))

d Yol T sint
13.2 a) On pose u = cost avec t € [0,7]. On a & _sint. Ainsi, / ——du = / L et, finalement,
dt 1 34 u? o 3+cos?t

T sint 1 (1 1 1 u ! T
7dt:7/ —— du = — |arctan — = —.
/O 3+ cos2t 3/ (&)2 \/§[ ﬁ}_l 3v3
V3

dt 1 1
13.2b) On pose u =e' avec t € [0,1], donc t =Inu et u € [1,¢]. On a a5 done dt = Edu.

d
1 e e
. 1 1 1 1 1 € 1 2e +1
Finalement, dt = L du= d:[flz 1]271( )
inalemen /0 o /1 2+ Tu u /1 a1 2n(u—i— )1 53

1 ! ! 1 1 og

13.2 ¢ En osantu:ft—l,ona/ 7dt:2/ 7du:[arcsinu] = —.

) p 2 o VAL — 2 o VA—du? o 2

dt
13.2d) On pose t = tanu avec u € [0,4} On a Tu = (14 tan” u)
1 Ed ™ ™ (9 1
Ainsi,/ #dt:/él%du:/ékcofudu:/élwdu:lJrz
o (1+412)2 o l+4+tan®u o o 2 4 8
dt 1
13.2 ¢) Onposeu:favecte[\/i,Q].On —=-—
] d U

Ainsi /2 ! dt = /2 L ! du ? ! du {arcsinu}% T
) P e T /T a2 T Ny =~ 19
vz iV —1 Lty —1u + Vi-u L 12

2
e Int 2w 1 512 1. 5
_nt qi= d :[71 1 ] 12
/e t+tln?¢ /11+U2 “ 2n( +u)1 272

4 2
13.3 a) En posant u = Vt, on a / eVidt = / 2ue” du. Cette nouvelle intégrale peut se calculer en faisant une
21 ! 2 2
intégration par parties. On trouve : / 2ue" du = {Zue“} - / 2¢" du = 2e°.
1 1 1

41n(+/t—1 2 1 2
13.3 b) En posant u = /%, on a / g dt = / MQUdu = / In(u — 1) du.
3 Vit V3 u V3
On fait maintenant une intégration par parties :
2 2 2
2/ ln(ufl)du:2[(ufl)ln(u71)} 72/ du=-2((vV3—-1)In(v3—1) —4+2V3.
V3 V3 V3
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2
13.4 a) La fonction est bien continue. Soit (a,z) € }0, g [ .

x x cost
+ sin t

cos2t

cost + sint

On calcule / dt en posant u = tant.

a

x t int tan x 1 tan x .
2tdt:du et, ainsi, / wdt:/ <1+5) du = {u—&—lnu} = tanz + Intan(z) + C°*°.
a tana

sint cos2t tana

dt qui est aussi /

sint cos? ¢ a

13.4 b) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R. On s’intéresse a

x
/ _r dt dans laquelle on pose u = e, ¢’est-a-dire ¢ = Inw. On a donc de = 1 et ainsi :
o 1+th(t) du u
A | e* 11 S| 1 1 11 x e .
—dt = ———du= — 4+ —du=|=lnu—->— == — (O
/0 1+ th(?) /1 1+uﬁ u /1 20 " 2w {2 ey 2} 2 1

On pouvait aussi faire sans changement de variable en écrivant, pour t € R :

1 1 et +e7t 1 _o¢
- — - i
L+th(t) 14 oy 2 gt te™)

13.4 ¢) La fonction est définie sur R} et y est continue.

dt 2
Avec le changement de variable u = v/et — 1, on a ¢ = In(1 + u?) et, ainsi, =1 +u 5
U i
T 1 Vet —1 1 2u el —1 "
Soit z > 0. Onaainsi/ 7dt:/ dqu{arctanu} = 2arctan(ve* — 1) 4+ C°.
1 Vet—1 1 ultu? =1 ( )

13.4 d) La fonction est définie et continue sur R} .

: dt
Le changement de variable u = /t donne ¢ = > et, ainsi, i 3u®. Soit # > 0. On a :
U

Ve 32 Ve 3y 3 Ve 3 9
= du = |=1 2 1 ] =21 3 1 ste.
/1 t+\f / u3+u /1 w1 [2 n(u”+ )1 2n($ T+
13.4 ¢) La fonction est définie et continue sur |1, +o0].
dt U
Le changement de variable u = 1/t2 — 1 donne t = y\/u? 4+ 1 et, ainsi, — = ———. Soient a > 1l et x > 1. On a :
g % % du” Vazril

¢ 1 ste
du = arctan \/x 1+C
/a tv/ t2 Vaz—1 uvu? + \/u2 /,/ 1 U2 +1
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IFiche n° 14. Intégration des fractions rationnelles|

Réponses
3
141a)................ In{ =
a) n<2>
1 )
14.1b).............. —In{ =
b) 5 n(g)
9
14.2a). ... 2In —
a) n 35
14.2b) ...l In(a+1)
3
14.3a)....... 5 +1In(3) — In(2)
1 ol 21
14.3b)........ —— + —In—
3 D) 861" 19
7
144 a) ... .. In{ =
) “(3)
14.4b) ... o2
28
14.5a)....... 1n<2\/\/§—1)
14.5b) ... 1 n(a + 1)
2a 2
14.6a). ...
Corrigés
14.1 a)

2
t — In(¢t + 1). Donc, on a /
1

14.1 b)

=

t+1

14.6b)...... [A=-letB=1]|
14.6C) .. 2In -
c) nz
14.7a) oo —1n(3)
4
14.7b) oo 2In -
3
1
14.7¢) oo, - ln§
22
1.1
14.7d) o “In-
) 15
14.8 L (Vaza
8 . N Py
1
14.9a)................ 0
i
14.9b).......... farctan(g)
14.10 a) il
A0a) ., 0
™
14.10b) ..o, —
) 6v/3
™
14.10¢) ..o —
) 2v/2

[ln(t + 1)} = In(3) — In(2). Enfin, on remarque que In(3) — In(2) = ln(§).

2

1

attention & ne pas oublier le facteur 1/2! On calcule ensuite :

o

2 1

In(2¢ + 1)]2 _In(5) —In(3) _

1\* 3
14.11a)........ - =
a) <x—|— 2) + 1
2
3 1
14.11b)...... 200z—2) —=
) (x 4) 8
1\2 15
1411 ¢). |V2(r+3) + V2
a\2 3a’
14.11 d)..... a<x+§> o
1
14.028) oo =
2
2w
14.12b) =
) 373
2
1412 )i Tl
3v3
14.12d) ... In(2)
m
14.13a) oo =
2) 12
a2
14.13b).......... 1
) n(a2 — 1)
14.14 ... - (m(z) + ”)
V3

On procéde comme précédemment, mais on remarque qu’une primitive de t — 1/(2¢t+1) est t —

La fonction ¢t — 1/(t+1) est bien définie et continue sur [1,2]. Une primitive de cette fonction est la fonction

2

On commence par simplifier ’expression intégrée. Pour t € R convenable, on a :

— = —, en multipliant
s+7 t+35
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« en haut et en bas » par 2. Donc, on a :

o= g

1 idt:Q{ln(t—i— %)}

:2(1n3—1n§)=21 9IX8 _om 2
8 2

n =2In —.
16 8 5x 16 10
Le résultat est strictement négatif puisque 9/10 < 1.

C’est cohérent car on integre une fonction positive ou nulle entre % et %, donc « a rebours ».

P4t+1=(t+1)t + 1.

14t +t2
1+t

P14+t+17 2 2 3 3
/1 ﬁdf—/l td”/l 77 dt= 5+ (In(3) ~ In(2)) = 5 +In(3) - In(2).

Pour la seconde intégrale, on a utilisé un calcul fait précédemment.

1
Donc, pour t € R convenable, on a =t+ 51 Donc :

14.3 b) D’abord, on fait une division euclidienne et on trouve 3t° + 2t 4+ 1= (4t +5) (7t — —) + —

Puis, apres calcul, on trouve :

1
2/3 7 5 7 1 1 1 19 1 21
A(4t‘m)dt—%‘%—‘m et / =g -wg) =G

Ainsi, 'intégrale cherchée vaut _ L + 5L In 24

48 64 19

N=

2 241 2 2 7
———dt= |In(t" +t+1 =1 -1 =1In(=).
[ A= [ v+ 0] = ) = (])

:lnE—lnz:ln(ng) :lng
12 x7

14.5 a) On calcule :

1
/ﬁ v AP
— V2 dt =
1 2 HV2
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14.5 b) On force la dérivée du dénominateur & apparaitre au numérateur. On calcule :

1 1
t 1 2at 1 )
—_dt= dt = o | Inat® + 1
/\}aﬁ—i—l 2a )L a? +1 Qa[n(a M )}

1
1
Va Va

14.6 b) Supposons que A et B soient trouvés. En particulier, pour ¢ convenable, on a :

1 B(t—1)
= A .
t—2 R

Cette égalité est encore valable pour ¢ = 1 (par exemple par continuité). En évaluant en ¢ = 1, on trouve A = —1.

De méme, on trouve B = 1.

14.6 ¢) D’apreés ce qui précéde, on a :

/:ﬁdt:/:mdtﬁ/:m(uﬁ/:%—t_%dtzz[ln(t—z)—ln(t—nh

1
= Q{In(u)r = 2(lng 71n1> :2(1n§ +ln(2)) = 21n§.

t—1/13 3 2
14.7 a) Pourt € [0,1], on a ! —1< LI )Donc on calcule :
: Y 2—4  4\t—2 t+2)° ’ ‘
/1Ldt_/1(L_L)dt— [ln(2—t)—ln(2+t)r— [ln(Z_t>T—lnl——ln(3)
o 2—4 7 Jo\t—2 t+2 N o 2+t/lo 3 ’
14.7 b) Déja, pour t € [2,3], on a LI S Donc, on calcule :
* .]7p ) ’ tQ_t_t_l t ’ .
/kgidt*2/3(if1>dt*2[ln(t71)fln(t)r*2[ln(g)r*2<lngflnl>*21né
, 22—t Ty \t—1 t - 2 t 2 3 2) 3

1 1 1
14.7 Déja, te10,1], P +4at+3=0+1({t+3 tizf(———).
c) éja, pour t € [0,1], on a t” + 4t + t+1)(t+3)e R IR AT
On calcule ensuite :
1 1
/;dtzl/ (L_L>dt
o 2H+4t+3 2o \t+1 t+3
1 1 1 t+1\1t 1 1 1 1.3
gL ey -—mern)] <[ m(g)] =g(mg-mg)=gm

1 1
/3 21 dt—1/5< 11_11>dt
, A2 —1 )y \t—1 141

1
14.8 Déja, on remarque que, pour ¢ € R convenable, on a = — . ,
! due qaue, b 2—a 2a (t —Ja t++va

S| 1 o 1 Va—t\]" 1 Va—a
/0tz_adt—M[ln(\/(;—t)—&—ln(t-i—\/a)}o_M{ln<t+\/a>}o_2aln(a+\/&).
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2 1 t\1? 1 ~1 1 1
/71 m dt = |:\/§ arctan(\/i)] » = ﬁ (arctan(\@) — arctan(\/§>> = ﬁ <arctan(ﬁ) + arctan(Z) )

. . . 1 T
Or, on sait (c’est un exercice « classique ») que, pour tout > 0, on a arctanz + arctan — = bx Donc, on a :
T

14.11 a) On force le terme en z & apparaitre comme le second membre du développement d’une identité remarquable

2 . N . . N N RN . . L2
(z +a)”, ot a est & déterminer. Puis, on force & apparaitre le troisitme terme de 'identité remarquable (ici, a”), qu'on
ajoute-soustrait. On trouve :

5 5 1 9 1 1\2 1\2 23
¥ +zxt+l=z —|—(2><§><:c)—|—1::c —0—(2><§><3:)+(§) —(7> +1:<x—|—7) +1.

14.11 b) On procéde comme précédemment mais on commence par factoriser par 2. On trouve :
3 1 3 3\2 3\2 1
T T + T 5 X x+ 2 T X 1 X x + 1 1 + 3

3\ 2 1 3\ 2 1
—2(($‘4) ‘m)—z(xw) ~3 (car 3 =35 = —16)

14.12 a) Orl(:aul(:ults/1;d7f*/1 L dt = [ -1 T 1
’ o L+2t+t2 7 J, 1+6)2 " l14+tly 2

1 1
o 1 0 1 2 1 ) ) 2
/ Wdt:/ ﬁdt:/iﬁde:i arctan i (en posantﬁ:t-‘,—%)
14+t + -1 (t+§) + 3 -3 02+(73) 3 3 _%
1
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1 1
1 1 1 (2 1
14.12d) DeJa,ona6t2—5t+1=6(t—%)(t—%),pourteRDonc,/ mdtzg/o (t_l)(t_%) dt.
Or, pour ¢t € R convenable, on a : ! = ( ! — ! ) Donc :
-’ R CERICER AT B VA

/01 mdt = [m(% —t) —In(} —t)]j = {m(i _Z)K _m(ll//f;) —ln(iﬁ) =In(3) — In(3/2) = In(2).

[SMIN]

2 2 2

1 3 1 3 1 3 1
/1 3t2+2t+10dt:/ 3(e2 1 2 mdt:/l 10 dt:/ a
1 0 L34+ -3 3( -

14.13 b) Déja, on remarque qu’on a, pour ¢ € R convenable, t* — (2a + 1)t + a*> + a = (t — a) (t —(a+ 1)) et

1 1 1

t-a)t—(at1) t-(a+l) t-a’

Donc, on a :

/01 t2(2a+1)t+a2+adt_/ol<t(i+l) _t1a> dt = [ln(a-l—l—t)—ln(a—t)}:: [ln(%”;
= (=) —m(“H1)) = (1>

_ 1
14.14 Déja, pour t € [0,1], on a TP %(1 —ll—t + T —2t—|ft2>' Ensuite, on calcule /o %H dt = In(2).
Puis, on remarque que 2-t —_%(Qt_l)—i_%et ue :
’ R S aue

/1$dt—[1n(1—t+t2)}1—1n(1)—1n(1)—o
o I—t+t2 0o -

1
1 2
Or, on a vu plus haut que / — 5 dt= iy Donc, on trouve :
o 1—t+t 3v3

| 1 3 27 1 7
‘/01+t3dt—3<ln(2)+2><3\/§>—3<ln(2)+\/§).
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IFiche n° 15. Systemes linéaires

2 _ 2 _ _ 2
15.6 C).. g —‘ﬁ-a 1c a4 a+lc a +a+lc
a3—1 7 a3—-1 7 a3-1

Réponses
15.108) i {3, 1)}
151 D) et {(7,2)}
15.1 c) 12
C) et 33
V2 V2
15.1d) oo {(3 ;
a —1 3
152&) .................... {(14,2+8a
15.2 D). (2,-3)
Loy 22 2, 3.
15.2¢) ...t {(13 —|—13a,13a 13 )}
15.2d) .o ’(a—2a2,a—|—a
15.3a) ..., ’{(1—&-2,—2,2),26[&}‘
15.3D) e ]{(1,y,3+2y);yeR}\
13 5 1 4
15.3¢)....... {(6_32’_34—3272) ; ZER}
-5 3 =25 7
15.3d) ..... {(I‘,m—2$,24—4$>7$€R}
Corrigés

15.1 a) On a les équivalences suivantes :

r—2y=1 r=14+2y
3r+4y =13 31+2y)+4y =13

15.1 b) On a les équivalences suivantes :

20 +y =16 y=16—2z
{:/E—y— {m—16+2w—5

10y +3=13

3r =5+4+16 =21 — =17
y =16 — 2z

155 8) vt {(1,1/2,1/2)}
15.5 D)
15.5C)cvniniiinniann. ’{(52,1—42,2),261&}‘
1 1
550 ()]
15.68) oo {(5,3,-1)}

15.7°8) oo {(0,0,0)}

15.7Db) ..o {(z,y,—z—y); (z,y) € R?*}
C) et ’{(m,x,x);xER}‘

r=1+4+2 10y =10 =1
Pre = {0l = {1

y=16—14 = 2.
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15.1 ¢) On a les équivalences suivantes :

3z — 6y = —3 r—2y=-—1
20 4+ 2y =2 z+y=1

z—2y=-—1

<
Lo+La—Ly { 3y =2

15.1 d) On a les équivalences suivantes :

3z —4dy = —V2
—
{ 6z + 2y = 3V2 LocLo 2L, {

3z — 4y = —V2

8y + 2y = 2v2 + 3v/2

V2

2

3w:4><§—

V2=12

15.2 a) On a les équivalences suivantes :

3
{3x+2y2 y=1-3x
20 +4 —6x =a

2 +4y = a

_2

Y=3

m:,1+2><2:,

33

3x—4y:—\/§
10y = 52
_ a
- 4
—1-3,.3,_21.3,
a 2 8 2 87

T —ay=3a+2 r=ay+3a+2
ar+y=2a—-3 a2y+3a2+2a+y:2a—3
-3 — 3d’
V= Ty 0

r=—-3a+3a+2=2.

T=ay+3a+2
(a®+1)y=2a—3—3a>—2a

_ _ _ 2
{3m+5y—(21 <:>{y—2m a

3x+5x (2z—d’)=a

y:2a:—a2
13z — 5a° =a

20 —y =a
1
13
1
y=2X (
15.2 d) On a les équivalences suivantes :
T+ 2y = 3a 4+ 2y =3a
2z + 3y = ba — a® Lo+ Lo—2L1

—y=5a—a2—6a=—a2—a

y:a+a2
z =3a—2(a+a’) =a—2d".

15.3 a) On a les équivalences suivantes :

3T+Yy—22=3 LycLy—3L;

-5y —52=0

{x—i—?y—!—z:l — {x+2y+z:1 <:>{
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15.3 b) On a les équivalences suivantes :

3r —2y+2=6 4o =4 r=1 r=1
TH2y—2=—2 LicLi+Ls r+2y—z=-2 20—z =-3 z=2y+ 3.

15.3 ¢) On a les équivalences suivantes :

T — —|—3z—§ T—y+3z=2 —_—1+éz
Y =3 Yy = Y= 3 3
Lo+Lo—L
3 leslz—ln 3 5 1 4 5
Qy—z =2 _4r=2_2=_ = 4, 2
T+2y—=z 3 3y z 573 3—|—3z 3z—|—2
P
3 3
= 15
6 37
15.3 d) On a les équivalences suivantes :
5 5 5 5 =25
5x+y+22—75 y—7575x72z 7x+4z—f§f§— 6
— —
5 5 5
2x—y—|—22:—§ 2m+§+5m+2z+2z:—§ Yy=———50x—2z2
z—_25 73;
T 24 4
- *—§—5$+%+zx*_—5—§x
Y=73 122" 12 2"
15.4 a) On a les équivalences suivantes
r+2y—z=-3 r+2y—z=-3 r+2y—z=-3
2 —y+2z=28 — —5y+3z=14 — —5y+4+3z=14
3t4y+2:=11 L2+ Ly —2I —By+5z=20 etz (o,=¢
L3<*L3*3L1
z=3 z=3 z=3
=< c+2y—-3=-3 <= z+2y=0 <~ y=-—1
—5y+3x3=14 —by=14-9=5 T=—-2y=2
15.4 b) On a les équivalences suivantes :
a—b—c=-T7 a—b—c=-7 a—b—c=-T7
3a+2b—c=3 — 50+ 2¢c =24 = 50+ 2c =24
da+b+2c=4 L2+ L2—3L1 | 5b46c=32 5702 | 4c=38
L3 <+ L3 —4L1
c=2 c=2
= a-b-2=-7 <<= b=4
504+2x2=24 a=-5+4=-1.
r+3y+z=1 z+3y+z=1 r+3y+z=1
15.4c¢) Ona: 20 —y+2z2=-1 — -7y =-3 —Ty=-3
z+10y+2z=0 Ly < Ly — 2Ly Ty =—1 Fscbatlo | g = g,
L3+ L3 — L1

Le systéme est incompatible car ’équation 0 = —4 n’a pas de solution.
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15.4 d) On va extraire y de la deuxiéme équation, puis résoudre par substitution. On a les équivalences suivantes :

3x+2y+32=0 y=2xr+2z+1 y=2xr+2z+1
2 —y+2z2=-1 = 3z +4x +424+2+32=0 = Trx+72= -2
dr+5y+4z=1 4+ 10+ 10z +5+42=1 l4x + 14z = —4
2
{y—Zm—i—Qz—i—l r=—2—z
<~ 2 g
r=—z—— 4 3
7 y:f2zf?+2z+1:?.

15.5 a) On a les équivalences suivantes :

z+y—z=1 r=2—-2y r=2—-2y r=2—-2y
r+2y=2 <~ 2-2y+y—2z=1 <+ —y—z=-1 <~ y=1—-=2

20 +22=3 4—4y+22=3 —4y+2z=-1 444z +2z2=-1
r=2-2y z=3/6=1/2
= y=1-—2 <= y=1-1/2=1/2
6z=3 r=2-1=1.

15.5 b) On a les équivalences suivantes :

r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1
T+2y—2z=2 <~ y—z=1 <~ y—z=1
20 —2y+2:=3 LeLo—1Ls —dy 4z =1 "3l | g=5
Ls <+ L3 —2Ly
Le systéme est incompatible car I’équation 0 = 5 n’a pas de solution.
15.5 ¢) On a les équivalences suivantes :
z+y—z=1 r+y—z=1 y=1—4z
r+2y+3z=2 = y+4z=1 <:>{ o e _
9 + 3y + 22 — 3 Ly Ly — L s —1 r=—(1-42)42z+1=52—-1+1=5z
Ls <+ L3 — 2L,
15.5 d) On a les équivalences suivantes :
r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1
T+ 2y+az=2 = y+(a+1l)z=1 — y+(a+1)z=1
2w +ay+2:=3 L2 La—1L (a—2y+4z=1 D@l |y 9 _g)a+1)z2=3-a
L3(—L3—2L1
r+y—z=1 z+y—z=1
— y+(a+1)z=1 — y+(a+1)z=1
(4+a+2—-0d’)z=3-a (—a®> +a+6)z=3—a.
On factorise le trinome —(a® — a — 6) = —(a + 2)(a — 3) qui est non nul dans le cas étudié.
5= 3—a _ 1 z = 1
z+y—z=1 - —(a+2)(a-3) a+2 a2
N 2—a-1 1
Dou:<¢ y+(a+1)z=1 — 1 — . =
=1—-(a+1)x Y
(—a®+a+6)z=3—a Y ( ) a+2 a+2 a+2
1 1
r=1—-y+z =1- =1
4 * a+2 a+2
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15.6 a) On a les équivalences suivantes :

r—2z="7 r="T+42z r=T+42z =742z z=-1
20 —y=7 <+ 444z —-y=7 <= y="7+4z = y=7+4z <= y=7—-4=
2 —2=7 20—2=17 14+82—2=7

15.6 b) On a les équivalences suivantes :
T—2z=2 r=2+z2 rT=24+z
T-y=2 <+ 242z—y=2 <= Y=z
y—z=2 y—z=2 0=2
Le systéme est incompatible car I’équation 0 = 2 n’a pas de solution.

15.6 ¢) On a les équivalences suivantes :

Tr—az==c¢ r=c+az r=c+az
ar—y=c <= alctaz)—y=c <+ y=(a—1c+ad’z
ay—z=c ay—z=c a((afl)chan)fz:c

r=c+az
— y=(a—1c+d’z
(@®=1)z=01+a-d)ec.

Dans R, I’équation ®-1=0a pour unique solution a = 1 (fonction ¢ — 3 strictement croissante). Or a # 1, donc
a® — 10, on peut déterminer z dans la troisiéme équation. On a alors :

—a®+a+1 _—a2—|—a+1

Z:c(a—l)(a2+a+1_ a®—1
r=c+az 9 1 5 1
y=(a—1)c+ad’z <~ y:(a—l)c+a2_a 3+a+ c=2 ;a—&- c
(@®=1z=01+a—d)c a® —1 a®—1

—a®>+a+1 _a2—|—a—1
a’—1 Toad—1

r=c+a

15.7 a) On a les équivalences suivantes :

dx+y+z==x 3x4+y+2=0 z=-3x—y z=-3r—vy
TH4y+z=y <= T+3y+2z2=0 <+ T+3y—3x—y=0 = T=y
r+y+4z==2 x+y+32=0 r+y+3x(=3zx—y) =
<= rz=y=2=0.

dr+y+2z=3x
15.7 b) On a les équivalences suivantes : z4+4dy+2=3y <+ r4+y+z=0 <= z=-x—y.
r+y+4z =3z

15.7 ¢) On a les équivalences suivantes :
x4+ y+ 2z =6x —2rx+y+2=0 z=2rx—y z=2rx—y
r+4dy+2z=06y < r—2y+2=0 <= r—2y+2x—y=0 = 3z —3y=0
Tz +y+4z =06z r+y—22=0 r+y—2x2x—y)=0 —3x+3y=0
— { vy

z=2r—xr=u1x.

142 Réponses et corrigés



I[Fiche n° 16. Nombres complexes|

Réponses

16.1 a) ....... 4 + 321 16.1 g) 4 . 19 16.2 C) ........ \/gei% 16.2 h) 2008(1)€i%

S 16.3a)............. 1
16.1¢)....... 7—24i|  16.1h) 1 V3, - )
""" 2 2 16.2¢€)......... 2e's 16.3 b) 1 1
16.1d)............. 5 : 3D)... | = +1—
: 16.22a)............ 16.2 1) ..... 5v2e 1% V2 V2
16.1¢).. | —119 + 120i : 1 1
16.2b).......... 8e'” i2x 16.3¢).. | —— +i—
EN 16.2¢)........ 10613 ) 5T
16.11)..... + —i
10 10
Corrigés

16.1a) On développe : (2 + 6i)(5 +1i) = 10 4 2i + 30i 4 6i° = 10 + 32i — 6 = 4 + 32i.

16.1 ¢) On développe :

(2-3i)" = ((2 —31)2)2 =(4-2x2x3i—-9)%=(-5-12i)> = (54 12i)> =5° 4+ 2 x 5 x 12i — 12* = —119 + 120i.
Autre solution : avec la formule du binéme de Newton, on a :

4
2-3)' =) (2) 2k (—3i)* "
k=0
= (=3i)" + 4 x 2 x (=3i)* + 6 x 2% x (=3i)° +4 x 2° x (=3i) +2*
= 81 + 216i — 216 — 961 4 16 = —119 + 120i.

3+i 341 3 1,

2-3i  (2-3i)(5-2i) 10-4i—15i—-6 4 19,

5+2i (+2)(5-2)  5+22 29 29"
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16.1 h) On utilise la définition de ’écriture exponentielle et la trigonométrie :

16.2 f) On calcule |5 — 5i| = \/52 +52 = \/2 x 52 = 5v/2 et on écrit :

5—51—5\/§<1 —112> :5\/§<cos£ —isinﬁ).

4

16.2 h) On écrit que e’

w3
+
CD.-.
ol
Il
(D.-
a3
/N
(D.—
—~
w3y
|
INE)
~
_|_
m»—-‘
—~
ol
|
INE)
~—
N———
Il
i
—
CD—
ur
|
+
@
o
N—

Ainsi,

s ¢ ei%| = 2cos(17r—2) (Car cos(%) > 0et

On en déduit que I’écriture exponentielle de €5 +e'F est 2 cos(l%)e T,

16.3 b) De plus, en multipliant par le conjugué, on obtient :

(1+v2+i)? (1+v2) +201+v2i—1 _1+2V/2+2+2(1+v2i—1

(1+v2—-)(1+V2+i) (1+v2) +1

72+2\/§+2(1+\/§)172(1+\/§)(1+1)7L+Li
B 4422 CO2V2(V2+1) V2 V2

1+2v2+2+1

Y

\/ii i
2

2 s i 515 ;
16.3 c) Enfin, z = oty i=e, donc z'?1° = (e‘4)1515 — ¢ 4™ Comme de plus 1 515 = 4 x 378 + 3, on a :

T .37
=€ et =e 4.

144
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IFiche n° 17. Trigonométrie et nombres complexes|

17.3 ¢) —é cos(6x) + icos(élsc) - gcos(Qx) + i
17.3 d) _siné9:r) 3sin8(5a;) _ sin(g?)a:) _ SSig(m)
17.3¢) ... coséQm) n 36058(523) N cosé?)a:) n 3c085(:r)
1 . 1 . 1 .
17.3f)....... ~1 sin(11x) + 1 sin(5x) + 3 sin(3x)
A ’4C083($) — 3cos(x) ‘
174b).......... 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(x) ‘
I 2 ’ 2 cos(2x) cos(x) ‘
17.5D) oo ’ 2 cos(4x) sin(x) ‘
175 C) i ’ 2sin(z) sin(2x) ‘
175 d) oo | 25in(4z) cos(z) |
17.6a) ..o Sm(%)ﬂ
sm(%)
sin(8x)
17.6 D) oo F5in(a)
176 C) vttt [0]
177 8) e el
2
17.7D) e —(e"—2)

Réponses
T\ =
17.08) oo 2cos( 15 )e' s
a) cos| 5 )@
T ;5w
17.1b) o -2 — T
) < cos( 12) e
—Tim
17.0C) i 2sin(1—)e 12
5 S5im
17.1d) .o 2cos(17r>e 12
17.0€) i QCOS(%)e‘%
1716 281n<%)e*112l4w
17.008) i COS(?) o
bln(ﬂ)
27 27 T\ i
17.1h) .o 2" cos (—)e 4
12
17.28) oo 2cos<1)ei%
12
17.2b) e 2sin (1 )e "
) sin{ 75 )e
1 3
17.38) oo 1 cos(3x) + 1 cos(x)
17.3 b) L (4)+1 (2x) !
Bb)o ——cos(4x) + = cos(2z) — —
4 2 4
Corrigés
17.1a) Onal+4e® =¢'12 (e_ill —|—e%> :2005(5
————
>0
17.1 b) Onal—i—ei%:e%r(e_air +e7l‘i) —2005(
0
<
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i - —il i i : ™ i —i%—i i —Iix
6 — = 12 12 — 12 = 12 —_ = _— 12 2 = _— 12
17.1¢c) Onae l1=e (e e ) e ( 21sm(12)) 2sm(12)e 2sm(12>e
T i5m 5ir om 5T\ sir
17.1d) Onal+ie's =1+¢'6 :e122cos(ﬁ>:2 s(ﬁ)e12

>0
iz i% 1%+% 1%7% 1%7% . 5i 4 5i{s —i 4 —ils
17.2Db) Onae's —e2=¢"2 [ 2 —¢e 2 = —2sin( — )ie”'12 = 2sin( — Je”' 1272 = 2sin( — | e 12
12 12
———
>0

_ = (eSiz 4 362ize—iz 4 3eize—2iz 4 e—3icv)
(eiz + efiz) = icos(S:v) + %cos x.

17.3 b) On calcule :

2ix —2ix iz —iz 2 ) . A ‘
cos(2z) sin® () = <e ‘1‘26 > (e 2.e ) _ 7% (6211 n 67211) (6211 94 e—21z)
i

1 iz —4ix iz —2ix
:_§(64 +e? —2(62 +e? )+2)
1 1 1
=-1 cos(4z) + 3 cos(2z) — T

2ix —2iz \ 2 / iz —iz \ 2
— 1 i —4ix iz —2ix
cos®(2z) sin®(x) = (e te > <e ° ) =—— (" 2+ (M — 2477

2 2i 16
1 i i i i —2ix —2ix —4dix —6iz
:_E(eﬁlm_2e41m+e21m+2621m_4+2e 2 ,+e 2 —28 4 +e 6 )
1 iz —6ix iz —4ix iz —2ix
_7E(e6 +e 0 _2(eM 4o T) 4 3(ePT o7 )74)
1 1
=-3 cos(6x) + 1 cos(4z) — 2cos(2:r) + i
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17.3 d) On calcule :

3ix —3ix 2ix —2iz \ 3
— 1 i —3i i iz —2i —6ix
cos(3z) sin®(2z) = (e 4—26 ) (e 2ie ) :_ﬁ(esm—i—e HY (e — 3e* 4+ 3e 7T — 70

1 iz —9ix iz —bix 3ix —3ix ix —ix
:——(eg —e P 3™ — e ") £ &M — e L 3(e" — e ))

161
= fé sin(9z) + %sin(t’m) - ésin(i&x) - %sin(m).

17.4 a) On calcule :

cos(3z) = Re(e””) = Re(( ) ) e((cos(x) + isin(m))3)
= Re(cos®(z) + 3icos®(x) sin(x) — 3cos(z) sin’(x) — isin®(z))
= cos®(z) — 3cos(x) sin®(x) = cos® () — 3cos(z)(1 — cos(x)) = 4 cos’ () — 3cos(x).

17.4 b) On calcule :
sin(4z) = Im(e"™) = Im((eiz)4) = Im((cos(m) + isin(az))4)
= Im(cos™ (z) + 4i cos® () sin(z) — 6 cos®(x) sin® () — 4i cos(x) sin®(x) + sin” (z))
= 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(z).

-
\]
ot
®

Nt
)
=}
)
Q
o
»n

—~

N

+
Q
o
»n

N
w
8

N
=
@

—~
@
+
@

@
)

N

|
=
@

—

CD.-
)

—

CD.-
T
&

+
5

N

~
j=s]
@
—
@
8
8
[N}
Q
o
2

—~
8

N

SN—"

|

N
Q
o
2

—~

o
8

N
Q
o
o3

—~

=

17.6 a) Siz € 27Z, alors cette somme vaut 0. Sinon, on a :
sin(x) + sin(2z) + sin(3z) = Im(e'” + &> + &**)
— Im(l + eiw + (eiac)Q 4 (ei:c)S).
1— e4ix

1—eiz’

En utilisant maintenant I’astuce de ’arc-moitié, on obtient :

sin(z) + sin(2z) 4 sin(3z) = Im (e%i: ~Asin(2r) sin(2a:)> =Im (eig?m si.n(2$)> = Sin(%.l) s%n(ch).

eim ;é 1 dOIlC 1 + eia: + (eix)2 + (eix)B —

e'2 f2isin(

[SIE]
S—
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17.6 b) Sixz € 27Z, alors cette somme vaut 4.

Si x est de la forme 7 + 2kw avec k € Z, la somme vaut —4.

Sinon, on calcule :
cos(x) + cos(3x) + cos(5z) + cos(7x) = Re(e'” 4 ¥ + & 4 ™7)
_ Re(eiw(l =+ (e2iZ) 4 (62ir)2 + (e2iw)3))'
Or, ¢®* #£ 1 donc :

w1 — (eB7)? Y (e517) _ iz e*® —2isin(4x) _ i sin(4x)
1 — ez 1 — e%ix el —2isin(z) sin(zx)

eix (1 + (EQix) + (GQix)2 + <62ix)3> —e

Finalement, on a :
cos(z) + cos(3x) + cos(5x) + cos(7x) = Cos(tﬁ(sazf)l(llm) - ;1;1518(2))

17.7 a) On calcule :

/ e’ sin(z) dz = / “Im(e'”) da = / Im(e”e"”) dz = Im (/ el dx)
0 0 0 0
(I+i)z ™ T AT P s
(1€ : —m( ¢ : 1 :Im< e _1>:Im (—e (1 -1
141 0 1+1 141 2

e +1
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IFiche n° 18. Sommes et produits|

Réponses
18.1 a) ............... n(n =+ 2) 18.3 b) ............. 3% 18 7 d) n + 1
TdA) o
18.1D) ... T+ Dm+4) | 184a)............... 5" (n)? | :
18.8a).............. -
18.4Db) .o [0] ntl
18.1 ¢) n(dbn + 1) N :
el U] i i iiiiiii 2 n(n _|_ 1) 18 8 b i
18.54a) ..oooen.... 5 ) TP 5 13
(n—=2)(n=7)
18.1d)......... 6 185 D) civriiieiiii (0]  189a)................ 2n% +n
1 9 18.5¢)...... n2" 4 2(1 - 2) n(3n +1)
PP FICESZEE) | 1891) 2
n?(n +1)2
18.5d)............
18.2 b)... ’n(n+1)(n2+n+4) ) 4 18.10 a) n?(n+1)
............ 5
9 18.6a) .......... +3)3 — 23
18.2¢) ....oo.... ~(3"% —1) a) (n+3) (n+3)
2 18.10 b) mr
186 Db).............. In(n +1) U e 4
) 5n+1 _ 2n+1
18.2d)........... - - 1 n(n?—1)
3 18.6¢C)........... 1- A0¢) o, —_—
c) RSN 18.10 ¢) 5
7 mn
18.2¢).. | G(M =D+nn+d)) ygeq)........... (nt 111 18.104d). | PO+ 1804 )
) ’ 12
n+1 18.7a) . oo, n+1
182 €)oot ) n(n+1)

2n 18.10¢€)....... =2 n(n!
18.7b) ..o ) g i

183a). . cccoeeeee.... 24— P+l : 1
18.7 €)oo | 18.10¢1)..... nin+1n-1)
n 6
Corrigés
n—+2 n+2
18.1 a) On utilise la formule suivante : Zn = nz 1=n+2-14+1)xn=n(n+2).
k=1 k=1
n+2
18.1 b) On utilise la formule présente en prérequis : Z Tk=17X (nt+2-2 +21)(n +2+2) = T+ 1;(71 + 4).
k=2
18.1 ¢) On utilise la linéarité de la somme :
- - - - _3n(n+1) _n(n+1)
;(3k+n71) _3;k+(n71)k 1= "2l — 1) = =7
=1 =1 =1
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18.1 d) On utilise la linéarité de la somme :

18.2 a) On développe et utilise la linéarité de la somme Z k(k+1) = Z K+ k= Z k> + Z k.
k=1 k=1 k=1 k=1

. 0 . N~z N _nn+1)(n+2)
Puis, on utilise la formule suivante : Z k* = . D’ou Z k(k+1) = -

k=1 k=1

n(n+1)(2n+1)
6

18.2 b) On utilise la linéarité de la somme :

2 _ 3 _ 4 (n+1) n(n+1) _ 2
D (ak(E +2)) =4 K +8Y k=4 T 8= =n(nt D(n(n +1) +4) = n(n+ 1)(n +n+4).
k=0 k=0 k=0
n—l 1_gn—1-241 g
18.2 ¢) On utilise la formule pour les sommes géométriques : on a Z3k = BZT = 5(37172 —1).
k=2
18.2 d) On factorise pour faire apparaitre une somme géométrique :
n n n n— 2 n+1 1 1
ken—k _ gn kre—k _ gn 2 k _ 71,1 B (%) o+t n+l- (g) _ 5n+ 2n+
> ook =5t Y 25 =5 Z(g) =5 L 5 5 3
k=0 k=0 k=0

18.2 ¢) On utilise la linéarité de la somme :

n n n 7
k _ k B _ _ _ L
> —I—4k—n+2)—k§:7 +4;k+( n+2)k L=Tr— tdm— t (nt Yn= (7"~ 1) +n+4,
=1 =1 =1

s . 1 2 n 1 n+1
18.2 f)  On utilise la formule suivante : el +t S+t 5= Z k= o
k=1
a
18.3 a) On utilise la formule suivante H 2=2x-.-x2=20"Pt
k=p

3
[[5vkxk=5"]]** :5"<Hk> 2 =5"(n))?
k=1 k=1 k=1
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18.5 a) Avec ce changement ou renversement, on a k = n+ 1 — j, les bornes varient alors de n & 1, on les remet dans

n n 1
le bon ordre. Onaznﬁ-l_kzzj':%.
k=1 j=1

18.5 b) On utilise la linéarité de la somme et on effectue ce changement ou renversement dans la seconde. On a

k=mn+1—j, les bornes varient alors de n a 1, on les remet dans le bon ordre. On a :

1w 1 "1 w1
POFED Do ey D DD DES
k=1 k=1 k=1 j=1

18.5 ¢)  Avec le changement d’indice, on a, en notant S, = Z k2"
k=1

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Sp=> (G412 =) g 4y 2T =2 "ol 42y "
j=0 j=0 j=0 j=0 j=0
- 12"
_ 0l _ n - _ _ n+1l _on
=2|) 2 —n2 +25 5 =25, —n2 2(1—2").
j=1
Dot S, =n2"t +2(1-2") = (n—1)2""" +2
n+2 n 2
3 _ 3 n°(n + 1)
185d) Onay (k-2°=) ;= T
k=3 7j=1
18.6 a) On reconnait une somme télescopique
n+2
Dk+1)* -k =8 -2 44— 4 4 (n43)° - (n+2)° = (n+3)° - 2°
k=2

18.6 ¢c) En écrivant k=k+1—1,0ona:

"k " (k+1-1 G 1 ~[1 1 !
;MZZ[M]:Z[(k—f—l)!_(k-kl)!}zz[k!_(k*l)!}:1_(n+1)!.

k=1 k=1 k=1

D kxkE =Y (k+1-1k = [(k+1)x k= k] => [(k+1)! =kl = (n+1)! - 1.
k=1 k=1 k=1 k=1
k+1 2 3 n+1 n+1
18.7 a) Onecrltkli[lT_ngx — =7 =n+1
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18.7 b)

Dans cet exemple, il faut aller un terme plus loin pour voir le télescopage :

“T2%+1 3 5 7 2n—1)4+1 _ 2n+1
H _7><T><§><"'><

X
k712k—3 -1 2n—1)—3 " 2n-3
2("_11)+1 x 2"1+1 = @n-241)2n+1)=—(2n—1)2n+1) =1 — 4n>.
18.7 ¢) En mettant au méme dénominateur : H(l — %) = H(%) = % X % X o ; L = %
k=2 k=2
18.7 d) 1l faut remarquer I'identité remarquable et faire deux produits télescopiques :
- 1 Sk -1 T (k—1)(k+1) Thk-1 Thk+1
H(l_kz)_H( = )_H i =) < 1
k=2 k=2 k=2 k=2 k=2
B lxgx ><n—l) (§><é>< n+1> 1 +1 n+1
273 n 273 n /) n 2 2n
18.8 a) D’apres la décomposition en éléments simples, on a =2 + b En réduisant au méme dénomi
: P P pres, kk+1) &k E+1
nateur et en identifiant, on trouve a = 1 et b = —1.
. 1 1 1 1
D’ou ; m = 2 Pt =1- . en reconnaissant une somme télescopique.
18.8 b) D’aprés la décomposition en éléments simples, on a L =2 4 b En réduisant au méme
: P P pes, k+2)(k+3) k+2 k+3
dénominateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.
D’ou ; i 2)1(k 3 = > B i 2% i 3= % ——rt en reconnaissant une somme télescopique.
18.9 a) Séparons les termes d’indice pair et ceux d’indice impair. On a :
2n
SEDE = YT DM Y D= Y 4 Y (DR
k=0 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n
k pair k impair k pair k impair
n n—1 n n—1
=) @) =) @+’ =) 4= (97 +4ap+1)
p=0 p=0 p=0 p=0
n n—1 n—1 n—1 ( 1)
_ 2 2 o 42 nn—=4 -, 2
f4Zp 4Zp 4Zp Zllen 4= n=2n*+n.
p=0 p=0 p=0 p=0
=4n?2
18.9 b) Séparons les termes plus petits que n et les autres. On a :
2n n 2n
Z min(k,n) = Zmin(k,n) + Z min(k,n)
k=0 k=0 k=n+1
- & (n+1) (n+1) (3n+1)
_ _n(n _ _n(n 2 n(3n
_kz;k—&—kz n—iz +n[2n (71—}—1)—1—1]_72 ==
= =n-+1
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18.10 a) Comme il n’y a que l'indice j dans la somme, nous pouvons factoriser :

T - <27> (Z ) ), n2(n2+ 0y

1<i,5<n j=1

18.10 b) On somme d’abord sur I'indice i; on calcule donc :

SR TP ot DI SEE SIS

1<z<]<n Jj=1 i=1 i=

Signalons que, en revanche, 'autre ordre de sommation ne permettait pas de conclure.

18.10 ¢) 1l faut faire attention a I'inégalité stricte :

Z (i+37) ZZz+3 Z(ZerZ]) Z{jgl)+g‘(j1)}

Shol-iir-£)1(5) - £)-
3n(n

_ 3[n(n+1)(2n+1) B n(n+1):| _ +1)2n+1-3) nn+1)n-1)  nn- 1)

6 2 3x2x2 a 2 2

18.10 d) On développe d’abord puis on choisit 'ordre de sommation qui semble faciliter les calculs :

Yoo+ = D> @42+ = D> P42 Y ij+ > 5

1<i<ysn 1<i<ysn 1<i<gsn 1<isgsn 1<i<ysn
n J n J n n n J n J
() n(5) 2 (5) -2l 5 0n) 2l )
i=1 \ j=1i =1 \i= j= i= i= = j= i=1 i=1

—Z (n—i+1)+2 Z ]+1 +Z :Z (n+1)—i _|_ZJ 5% (n4—|—1)
(n+1 Z Zl +Zy +Zy + ”H)

_ (n+2)n(n+1)6(2n+1) 4 (n4—|— 1)?
n(n + 1)(7n2 +13n + 4).

12

Réponses et corrigés 153



18.10 f) On fait une sommation par paquets :

Z max (i, j) Z max(i,7) + Z max (i, ) + Z max (i, j)

1<i,5<n 1<i<j<n 1<j<i<n 1<j=i<n

IR z‘+zn:z'

1<i<j<n 1<j<ign i=1

n j—1

. on(n+1) o
2 Z Z] + — par symétrie

j=2 i=1

e I

P [z;jz B ;]. N n(n2+ H_, {n(n-}— 1)6(2n+ ) n(n2+ Dl n(n2+ 1)
_n(n+1) _nn+1)4n—-1)
== n+2-6+3) = ————".
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Réponses
19.1a) o, 10 100 —1D(n—2 19.5d)....oi 12 x 15"
a) 19.3b) ..., n(n—1)(n-2) )
19.1b) i 720 6 5
n
1 k+1 19.6a) ......... 2%y ( )
19.3¢C) v, 2
19.1C).ueiiniiiaii, %0 c) p— =\
19.1d) .0 19.3d)......... (n+2)(n+1) 19.6b) ..o, 2n !
19.1€) i 105 ¢) 1 19.78) oo
WDEC)
19.16) oo 140 MEDH ez by o1
9! n! x (n—3) n—2
19.28) ..o s 1930 | 9T n(n+1)2
9 (n+1)3 7 d) i
n+ 19.7d) .o -
19.2b) . oo 19.4a)........... —
) <4) 2) n X (n+2)! ntl
2n
19.2C) it 2" x n 19.4 1) 33n+2)(3n +1) 19.82a) . .coieiein.. <n>
A4b)..... I OEmE
(2n+1)!
19.2d) ...l ST _ IR
X n 19.5a) .o 19.8b)............. Z L
-1 19.5b) oo k=0
19.328) ooiiiii. ”(”2 ) ) [o]
19.5 C) ..................... 19.8 C) .................. <2n>
n
Corrigés

101! 101 x 100! 101 x 100 x 99!
99 99 99!

19.1 a) On calcule : =101 x 100 = 10 100.

19.1b) On calcule 17—0!!:10X97X!8X7!:10x9x8:720.

19 lc) ..... Oncalculei _ ; _5 54' _51'_5;1_:' _5 X4i 3X2_310 .................................................
19.1d) On calcule : <g> = 5 i! i 6 >2< i Z!4! _6 >2< 5 _ 15.

19.1e) On calcule : <§> = 3!35! = 8X37!>><<65!X5! = 8;126 =8 x 7 =56.

19.1 f) On calcule : 4 x (Z) =4x 4!1!3! = 4X7:f;i>;!4><3! = 7X2§2X4 = 140.
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!
19.2 a) Pardéﬁnition,9!:(2><3><4><5)><6><7><8><9:5!><6><7><8><9.Donc,6><7><8><9:%.

6x7x8x9_g!xl_ 9\ (9
2x3x4 5174 \4) \5)

19.2 ¢) On peut mettre 2 en facteur de chaque nombre du produit 2 x 4 X 6 x --- X (2n), produit qui contient n

facteurs. Ainsi, on a :
2Xx4Xx6x--x(2n)=2"x(1x2x3%x---xn)=2" xnl

On obtient ainsi le produit de tous les entiers compris entre 2 et (2n + 1). Il s’agit donc de (2n + 1)!.

Donc, on a :
(2n+1)! (2n+1)!

T2x4dx6x---x(2n) 20 xnl

3X5EXTx--x(2n+1)

P ny n! _nx(n—-1)xMn-2)! n(n-1)
19.3 a) Par définition, (2> S xmo 3% (12! = 3
PP n! nxn—-1)x(n—-2)x(n-3)! nn-1)(n—2)
o P fi = =
19.3 b) ar définition, (3) % (n = 3)] 3% (1= 3)! -
19.3 ¢) On calcule :
W) meom n! LD (= (k1)) (k) xR X (n—k—1! k41
(kil) WM k! x (n —k)! n! Elx(n—k)x(n—-k—-1)! n—-k
! !
19.3d) On calcule ( +'2) _(nF2x (T'L+ Doxnt_ (n+2)(n+1)
n!
n n+1 n (n+1)—n 1

L N . . 1 _ _
19.3 ¢) On réduit au méme dénominateur i mrDl - mt 1) xal — mFD T (it D) CEmL

(n+1)! n! (n+1)! 22 xn! (n+1)!—4xnl (n+1l)xnl—4xnl nlx(n-23)

922(n+1) T 92n T T92nt2 | 92 % 92n 22n+2 - 22n+2 22n+2

1 2n(n+1)(n+2) 1 . n+2 ot 1 _ n
n!  nlx2n(n+1)(n+2)’ 2n(n+1)!  2nx(n+1)!x (n+2) 2n+2)! " 2x (n+2)! xn’
D’ou
1 1 1 2n(n+1)(n+2)+n+2+n
n! 2nx(n+1)!  2x(n+2)! 2n x (n+2)!
_2n+D(nn+2)+1)  (n+1)(n®+2n+1)
N 2n X (n+2)! N n(n + 2)!
3
Ainsi, onaiJr ! + ! = (nt+1)

n! 2nx(n+1)!  2x(n+2)! nx (n+2)!°

156 Réponses et corrigés



19.4b) Ona:

B(n+1))! . (3n)! (3n+3)! a®™ x (nh)?
B30FD 5 (n+ D)3~ adn x (n)3 a3 x ((n+ 1)1)3 X Bn)!
Or :
Bn+3)!=0Bn+3)x(Bn+2)x (3n+1) x (3n)!
a3n+3 — aSn % a3
(n4+ 1) = ((n+1) xn)® = (n+1)° x (n)>.
Ainsi :
(3(n+1))! . Bn)!  _ (Bn+3)Bn+2)(Bn+1)
a3+ x (n+ )13 * adn x ()3 a® x (n+1)3
_3(n+1)Bn+2)Bn+1)  3(3n+2)(3n+1)
N a® x (n+1)3 N a?(n+1)2

> (Z) =3 (-1 x (Z)(—l)k x1F=—1x Y (Z) (—1)F x 1"7*F = (1) x (-1 +1)" = 0.

k=0

19.5d) On calcule :

Z ok +2 (Z) x g2kl Z 22 % 2F x (Z) x 3" w37 R — 4 % 37 (Z) ok w gn—k
k=0 k=0

k=0
=4x3"T X (243)" =4x3" x5" =4 x3x3" x5 =12 x 15",

19.6a) On développe (1+1)" +(1—1)" =Y <Z> +> (=) (Z) =3 (Z) (14 (=1)%).

k=0 k=0 k=0
Or, 1+ (—=1)F = 2 si k est pair et 1+ (—1)¥ = 0 si k est impair.
Ainsi, en notant P = {k eN | 0<k<netk pair}7 on a :

T+ +(1-1"=> (Z) x2=2x> (Z)

keP kepP

Or,sikeP,ilexistepENtelquek:2p.CommeOgkgn,onaalorsogzngnetdoncogpgg.

Comme p € N, on peut aussi écrire 0 < p < L2 |
Ainsi :
L5 L5
n n n
E = t (1+1)" 1-1)"=2
(k> <2p> ey g (2P>
keP p=0 p=0
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p=0
19.7a) Ona (1+x)" = Z (Z) 2*. En évaluant en x = 1, on obtient (1+1)" = (Z) Ainsi, Z (Z) =2".
k=0 k=0

k=0

19.7
k=0

On obtient n(n —1)(14z)" % = Z (Z) X kx (k—1)xz" 2
k=2

Y (“) x ke x (k—1). Ainsi, zn: (Z) xkx(k—1) = n(n—1)2""2.

On évalue en = = 1 pour obtenir n(n—1)(14+1)""% = Z
k=2

. <Z>><k><(k1)— . <Z)><k><(k1)—zn: (Z)xkz)i <Z>><k.Donc:

¢) On dérive deux fois par rapport & z la relation (14 z)" = Z (:) a".

Or, par linéarité, on a E
k=0

k=2
S (1) xe =2 () ek o0 4 X (1) sk mntn 02t a2
k=0 k=2 k=0
19.7 d) On intégre entre 0 et z la relation (1+z)" = (Z) 2", On obtient :
k=0
1 n+1 1 2 n 1 k+1
1 =
it n+1 g(k>xk+1

En évaluant en x = 1, on obtient
n+1

19.8 b) On obtient une contribution en 2™ dans le produit (1+2z)"(1+2)" & chaque fois que I’'on multiplie un terme de

la forme akwk dans le premier facteur avec un terme de la forme bn_kxnfk dans le deuxiéme facteur, et ce pour toutes les
n n
n Z n K

> (s K

valeurs de k entiéres naturelles et inférieures ou égales a n. Or, (14+z)" x (1+z)"
k=0

k=0

n 2
. n n
Donc, le coefficient de " vaut kg . (k) .
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IFiche n° 20. Manipulation des fonctions usuelles|

Réponses
(7] In(4)
201 a) .o - 20.7¢€)..... 1 1
a) 5| 204d).. 5073) 0.7 ¢) [H(S +10), +OO[
20.1b) .o 2 1
) 111(‘/@71) 20.7f) ......... } —00, 5 ln(S)]
™
Z 20.5a)............
20.1C) i T a) )
— 20.8 a) .’len(2)x2m+2m‘
™ 1
Z 20.5b) . i 5
20.1d) ..o ; ) {0,3} 208 ) IG5 13 )
=] In(2) 6+ 17
20.1€). e - 20.5¢) ... 1-113
|4 n3)|  20.8¢)...... |z (In(z) + 1)z
(7]
20.1 ). u In (Y31 20.8 d i
| E1 L e
In(3
20.28) ..o 2(3) .
20.2b) oo [0] 2062) 2088).... Ve
20.6b) ...
20.2¢C) .. 5/4 ) @ 20.9 b) z — ch?(z) + sh?(z)
206¢).......... {2km; ke Z}
20.2 d) .................... 4/3 20.9 ) 1 _ thQ(Jf)
T . . C).oveen..
13]  20.64d) {5 +2km; kez) Tl
20.2€) . - U{Z +2kr; keZ}
20.9 d).... [ sh(z)ch(ch(z)) |
20.2 ) oo 3/5 {1 +2kn; kez)
20.6
. °) U fr— L a2kn; ke z) 20.108) .. x5 0
20.3a)..... sh(z + y) 20061 20.10b) ... ... 20
20.3 b) .............. Ch(l’ — y) """ 20.11 3,) T (ln(x) + 1)$z67121
20.7 ). | {In(v5 — 2).In(v/5 +2)}
In(2) sh(z) 1
204 a).....ooiiiiL. . .
2) m@3)|  207b)............ m(1+v2)| 2O e o e
204b) . 20.7C)eiiiiii %111(2) 20.11¢)........ @ — arcsin(z)
In(3)
204 c) ..o — A1 d)...... ..
0-4¢) (@) 207 d). [[-In(@+Vi5), @+ Vi5) | 20.11d) © = arctan(z)
Corrigés
arcsin(?) s
20.1 b) On calcule : 3 =2
arccos(?) 6
20.1 ¢) On remarque que arccos< ) = arccos(\/;/iﬂ) = arccos( 2> = 2
X
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2 2
In(3) _ ,—1n(3) 3 — 1 8 4
20.2d) On calcule : sh(In(3)) = < 26 =—2=-2-2
In(2/3) —1n(2/3) 243 13 1
20.2 €) On calcule : ch(In(2/3)) = € +26 =3 3 2 — % = Tg
In(2) _ —1n(2) 2 _ 1 3 3
e e
20.2 f)  On sait que th(In(2)) = — e = 2 =2 ==
eln(2) 4 e~ 1n(2) 241 575

20.3 a) Développons :

z LY aTY Y —Y \T _ T x —x Yy _ -y y —y z -
ch(z)sh(y) + ch(y)sh(z) = S 1& & —¢ e re ¢ ¢ _ (e te ) —e ) (e te )(e" —e ")

2 2 2 2 - 4
TtV _ eV 4 ¥ T _ o~ (@+y) etV oVt 4 oY e (&+y)
N 4
Tty _ 9na—(zty)
_2e 2e — sh(z +y)
4
. . 9 . 9 In(2)
20.4 a) Soit x € R. Ona 3" = 5T = In(3%) = ln( 3 ) < zIn(3) =2zIn(3) —In(2) <= z = ()’

20.4 d) Soit z € R. On a les équivalences suivantes :

10" =4 x 5" x 9% <= In(10**) = In(4 x 5" x 92) <= 2zIn(10) = In(4) + zIn(5) + gln(9)

2In(3) \ _ _ In(4) _ In(4)
— x<21n(5) +21In(2) — In(5) — 3 ) =In(4) <= z = 3@ T () —In(3) _ n(20/3)"

20.5 a) Soit z € R. Posons X = 27, Alors 2° + 4" =4 <= X + X? — 4 = 0. Cette équation a pour discriminant

-1+ V17 V17T -1
1+ 16 = 17, et deux racines, — Seule la racine —5 est positive. D’ou les équivalences suivantes :

20.5 b) Soit z € R. Notons X = 4. Alors, on a les équivalences suivantes :

16" —3x4"+2=0 < X’ —3X+2=0 <= (X -1)(X-2)=0 <= 4" =1oud" =2 <= z=0o0uz=1/2
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20.5¢) Soit z € R. Posons X = 3". Ona2x9” -3 -3 =0 < 2X°>— X —3 = 0. Cette équation a pour

discriminant 1 + 4 x 2 x 3 = 25 : les deux solutions de I’équation sont %, i.e. 3/2 et —1. Comme la seule solution
In(2)
In(3)"

20.5d) Soit # € R. Posons X = 3. Ona 3" 4+3" -1 =0 <= X’+ X —1 = 0. Cette équation a pour
-1++5 V5 —1
2

positive est 3/2, ona 2 x 9" —3" -3 «— 3" = g <= zIn(3) =In(3) —In(2) <= z=1-

discriminant 1 4+ 4 = 5 : les deux solutions de ’équation sont

V5 — ﬁ—l)_

. La seule solution positive étant

,on a

3437 _1=0 < 3" = 5

L < zIn(3) :1n<

20.6 b) Soit x € [—1,1]. Alors cos(arccos(z)) =0 <= Jk € Z : arccos(z) = g—&—kﬂ" Mais comme arccos est a valeurs
dans [0, 7], on a cos(arccos(z)) =0 <= arccos(z) = g — z=0.
20.6 c) Soit z € R. On a les équivalences suivantes : arccos(cos(z)) =0 <= cos(z) =1 < z € {2kn; k € Z}.

20.6 d) Soit z € R. On a les équivalences suivantes :

_ V3 me{ngka;kEZ}u{%rJr%w;keZ}.

1
20.6 ¢) Ici, pas besoin de connaitre sin<§) ! Soit x € R. Alors :

arcsin(sin(z)) = % < sin(x) = sin(%) — z¢c {% +2km; k€ Z} U {71'— % +2km; k€ Z}.

20.6 f)  Soit z € R. Alors tan(arctan(z)) =1 <= 3k € Z : arctan(z) = % +kr <—= z=1.

20.7 a) Soit z € R. On pose X = e”. Alors, comme € > 0, on a les équivalences suivantes :

T —x _ 1
ch(z) = V5 — %:\/5 = et =2V5 — X+§:2\/5

= X’+1=2V5X <= X -2V/5X +1=0.
Il s’agit donc d’une équation du second degré, dont le discriminant est 20 — 4 = 16, donc les deux solutions de ’équation

2v/5+4 .y s P .
ont \[T =+/5+ 2. Ces deux quantités sont positives, on a donc les équivalences suivantes :

ch(z) =V5 <= " =V5+2 <= z=In(V5+2).

Ainsi, les deux solutions sont In(v/5 — 2) et In(v/5 + 2).

20.7 b) Soit x € R. On pose X =e”. On a sh(z) =1 «— £7° -1 =
+v8
2

2
de discriminant 4 4+ 4 = 8, de solutions =14 /2. La seule solution positive étant 1 + /2, on a :

sh(z) =1 <= " =1+V2 < z=1In(1+V2).
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20.7 ¢) Soit x € R. On pose X = e”. Alors, on a les équivalences suivantes :

1 e®—e ¥ 1 X-—+ 1 2 1,4
th(z) = - +—= ——— == = X =2 = X'—1=2(X?+1
@ =3 e 3 X+L 3 g+

— gxg—gzo — X’ =2 = X =42

X+ 41
tx <4 = X’+1<8X «— X?-8X+1<0.

8 £ 215
2

positives, donc ch(z) < 4 <= 4 —V15e” <4+ V15 <= In(4 — V15) < z < In(4 + V/15). On remarque ensuite que
1 _ 4++/15 — 44 V15
4-V15  (5—/I5)(A+15)

x T 1

20.7 e) Soit z € R. Posons X =e”. Onash(z) >3 < " —e " <6 <— X—YSG — X?_-6X-1<0.

6 + 210
2

20.7 d) Soit x € R. On pose X =¢”. On a ch(z) < 4 <—

Ce polyndéme du second degré a pour discriminant 60 et pour racines = 4 £+ V/15. Les deux racines sont

Ce trindme du second degré a pour discriminant 40, et a donc pour racines = 3+ Vv10. La premiére racine est

négative, la seconde positive, et X > 0, donc sh(z) >3 <= e” >3+ V10 < z > In(3 + V10).

20.7 f)  Soit z € R, posons X = e”. Alors, on a les équivalences suivantes :

1 X-1 X2-1 1
th(z) < = 2t -
2 X+ 4 X241 2

20.8 d) On dérive un quotient. En notant f la fonction et pour z € ] — 1,1[, on a :

L arcsin(z)

1
v arccos(z) + e B 7r
arccos(z)? 2¢/1 — 2 arccos(z)?

1
20.9 a On dérive une composée r — 20 ——.
) P —

20.9 ¢) 1l s’agit de dériver th. Pour x € R, on a :

h(x)ch(z) — sh(z)sh(x) _ ch(z)? — sh(z)? —1_
ch(z)? ch(z)? ch(z)

th(z) = <

La suite se dérive comme la dérivée d’une composée.

V1— 22 \/1—in
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20.10 b) La fonction est dérivable sur R* et sa dérivée est x — T —&—1302 + pe3 -~ (l)2 “Tr e Piis 0.

20.11 b) Il s’agit de dériver une composée. La dérivée de  — In(ch(zx)) est x — Z};Ew; = th(z)
z
Donc, la dérivée de x — F(4/In(ch(z))) est :
. sh(zx) 1 o= Ineh(@) _ Sh(it)Q 1 )
ch(z) 2,/In(ch(z)) ch(z)? 2, /In(ch())
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IFiche n° 21. Suites numeériques|

Réponses
21.18). oo 1) 2h6a) 21.9 a) ™5
O 216b) i 10000] 5
2L1Db) e 21.6 ) erenrnennannnn. 2001 04 115
2110 . (2n+5)x 2" 916d).... 10 201 25
5 | 7] 21.10a)........... 3"+ (—2)"
21.7a) oo —
3n+2
21.14d)..... 32n+1) x2 24] 2110 b)ein i 211
1
21.7b) o = (1+v2)" —(1-v2)"
21.2a) ... 2nlIn(n) ) 24 21.11 a) 2
21.2b) ... Anln(2n) | 21.8a).. ... ... 5% 21.11b) .o 22
21.38) it 2 060 21.128) 0o 257
21.3b) et ZLBD) . 512 21.12b). .o 65 537
214 8) e ok 21.8 0 3 21.120¢) ..o
O Ui vttt ittt ettt e e e m
21.4b) . 98 21.12d) .
6 141
21.58) ot 21.8d) ..o 1024 21.12¢€)......... Foq 4221
21.5b) it 21426) Fora
Corrigés
21.1a) Onawuy= 2x0+3 x 2012 E
5 5
21.1 b) Onau1—2xé+3 21+2—§><8:8
n+3
21.1 C) On a Wy = 2(n +51) + 3 « 2(,,L+1)+2 _ (2n + 535 X 2
3n+2
21.1 d) OnaU3n:2X3:+3><23n+273(2n+1)><2
21.2a) On a to, = In((2n)*") — In(2°") = 2n1n(2) + 2n1n(n) — 2n1n(2) = (n).
21.2b) On a ty, = In((4n)*") — In(2*") = 8nIn(2) + 4nIn(n) — 4nn(2) = 4n1n(2) 4+ 4nln(n) = 4nIn(2n).
21.3a) Onawu; =2x1+3=5etus=2x5+3=13.
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21.3 b) On calcule : ug =2 x 13+ 3 = 29.

100 x (1+199) _ 100x200 _ o000

21.6 b) On a S100 =

101 x (1+201) 101 x 202

21.6d) Ona s = =101° = 10 201.

2 2
217a)onab102_6101;b103 % ;— 2_81;29 _ ;Z ..................................................................................
217b)onar_u102_u101_;1_§ ..... 214 ..............................................................................................
21.8 a) Onagg:3><(%>9 2%—5—?2.
21.8b) Ona o = go X ll_i‘] = 621;3 L3 X512023 = 353629.
21.8¢) Ona gio = go X (%)10—3>< 2}0 —ﬁ

2" —1  3x2047 6141
211 1024 1024

/5

h — 11 11

21.9b) Onar=-2=_5 _mvhx Il 1V
hi1 o 5 X 5 25

21.10 a) L’équation caractéristique est r? — 7 —6 = 0 dont les racines sont 3 et —2. Ainsi u, = a3" + B(—2)" avec

e . . o at+p=1 .
a, B € R. Les conditions initiales conduisent au systéme linéaire {3 62ﬁ ) dont les solutions sont @ = 8 = 1.
o — =
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21.10 b) D’aprés ce qui précéde, on a us = 3° + (—2)° = 3° — 2° = 211.

21.11 a) L’équation caractéristique est ici r>—2r—1 = 0. Ses racines sont 1+v/2 et 1—v/2 et v, = A(1+v2)"+u(1—v/2)"
1

1
avec A, it € R. Les conditions initiales donnent ici A = 5 et u= —5

21.11 b) Le plus simple (pour un si petit indice) est d’utiliser la relation de récurrence de la suite : v2 = 2v1+vg = 2v/2.

O4VE' - (1 -VO)? _342/2-B-20) _, g
2 2 '

Pour travailler les identités remarquables, d’apres le a) : va =
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IFiche n° 22. Développements limités|

Réponses
3 4
_p2.r T 4
22,0 8) st 3z —x° + 5 5 Igo(x )
3 11 25
22 L D) x — 5332 Eyc?’ - ﬁx‘l mgo(m‘l)
23 5 .
D200 I P ?_ﬂ+xgo(m )
3 5 6
2 X T X 6
22 L )t T4+ z°+ 30~ 90 mgo(a: )
er llex? Tex3 2 447ex* 5
22,2 A i - — — 2
2) 2 T 16 5760 T a20 )
1 1 19 .
22,2 D) o 1— 22— —gt— 45 0 (z”
) 17 7967 " 57a0° .90
: 2 9.3 3
22,2 )it ell+iz—a°— =iz | + o (z°)
6 x—0
22,2 d) o 1—x+§(x—1)2+ o ((z—1)?)
2 rz—1
32 T\ 2 T 2
223 8) e e 1——( _7) ( —f)
2) s \"73) 7" I3g< T3
s ™2 8 m\3 4
22,8 ) oo vea(e-3)we(e-5) 43 (0= 1)+ 0 (- F))
w2 m\¢ 7w 7\ 6 T\ 7
223 C) e 1 —( —7) ——( —7) ( —f)
c) T\ y) T\ g) L \\P g
1 1 1
2204 A) . = = —2? 2
8) 5x T 12 Tt L)
1 1 5 5 1
2.4 D) o —_ -4 — - — —
) 22 x3 6zt 6ad xﬁo+oo (J]G )
1 1 1 1
22.4C) ...................................................... —ln($)+1—2£[1+3$2—4f?)+$_g_00<a13)
_1f . € Te* e”
2204 d) . e 2<e —&—3:5—36%2)4—%_3_00(1_2)
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Corrigés

22.1 a) 1l suffit d’effectuer la somme des parties régulieres des dévelopements limités & l'ordre 4 en 0 de sin(x) et

In(1 + ). On écrit donc :

22.1 b) 1 suffit d’effectuer le produit des parties régulieres des dévelopements limités a 1'ordre 4 en 0 de In(1 + ) et
1
et de ne conserver que les termes de degré au plus 4. Observez que le développement limité a ’odre 3 de 1
x

de
z+1
suffit puisque celui de In(1 + x) a son terme constant nul. On écrit donc :

flx) = m—x—Z—i—ﬁ—ﬁ-&- o (504) (1—334'552—553"' o (553))
- 2 3 4 z—0 z—0

3., 115 2, .
“TT 2% *.%®)
22.1 ¢) 1 suffit d’écrire :
3 2 4 3 5

22.1d) 1 suffit d’écrire :

e’ sin(x) = 1+x+$—2+$—3+$—4+x—5+ o (%) x—w—g—&—x—s—i— o (%)
o 6 24 120  w>o0 6 120  w—o0

En utilisant les développements limités en 0 de In(1 + x) (& Pordre 5) et de ’exponentielle (a l'ordre 4), on

22.2 a)
obtient :
1 In(1+xz)\ z x> 23 2t 5
(1”)“—6“’(gc)—e"p(l‘ﬁg‘ﬂﬂﬁo(“
z  a? 22 gt 5
—eexp<‘z+3‘4+5+z90<“
Puis
SIS EPN (POVRY (R i A B (U iz 3+i(—5)4 + 0 (2%
N 2 3 4 5) 202 3 4) 6\ 2 3] 24\ 2/ ) 5077

Observez qu’il n’est pas utile de faire apparaitre tous les termes de la partie réguliere du développement limité de
In(1+ z) . R . -
————= selon la puissance a laquelle on la considere. D’ou :

1 _ . ex 1lex®  Tex® 2 447ex o (:175)
2 24 16 5 760 z—0
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22.2b) Ona:

22 x? o

_ & Lo L 7

cos(z) =1— "+ 51— 75 1,9,
. .. 1. o 1 = 3 Y
\/ﬂ—l—i—z(u 1) 8(u 1) +16(u 1) +u91((u 1)%).

Puis :

1 22 gt 8 1 22zt 2 1 x> ’ 7
B o)
cos(a) +2< 5 "o 7m) s\ z tar) Tl z) AW

1, 1.4 19

=1—- = —_ — _—
17 T 96% T 57e0” T

. 2 3 T 1)2
22.2 Ona:e”=1+ir— = —i=—+ z® "=e+e(r—1)+ (
C) a:e 1 B l6 mOO( )ete e e( ) [S] D) 6 220

iz 2 3 _? iz)?
D'ou : e° —e+e(immix>+e +e(lx) + o (xg):e<1+ix7m2f%ix3)+ o (z%).

2 6 2 6 z—0 z—0
P . ) o In(2 —z) X TN
22.2d) Etablir Pexistence et donner le développement limité de f(x) = — en 1 a l'ordre 2, revient a le
In(1—¢ t?
faire, en 0 & Pordre 2, pour application g définie par g(t) = f(1+1¢) = M Orln(l—t)=—t— =+ o (*) et
(1+1¢)2 2 t—0
1 2
— =1t t =1-2t t). D’ou :
(1+1)2 ( + t—0>0( )) + t—0>0( ) o
g(t) = —t—ﬁ—f— o (%) (1—2t+ o (t)) =—t+ 22+ o (1))
2 t—0 t— 2 t—0
et flx)=g(z—1)=1-a+(x-1°>+ o ((:c—l)Z)
2 rz—1
1 \/§ T
22.3 a) La formule de Taylor-Young affirme que cos(z) = 5”5 (x — g) + o (x — —) (observez que l'ordre 1
=%

sera suffisant !) et :

1+t+—+ O (t") 3
m\  14tan(t) 3 t50 _ 14 4 ( 2 453 4)
tan<t+4)_1ftaun(2f)_ 3 _<1+t+3+t90(t) L+t +3t +t(—)>0(t)

N T m™\% 8 m\3 m\*
Douﬁnalementtan(m)—1+2(m71)+2<x71) +§<x71) +19W<(x4) )

4
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1 2 1 4 5
22.3 ¢) La formule de Taylor-Young affirme que sin(z) = 1— = (x — z) +— (w — I) + o (x - E) (observez
2 2) T2 2) .0z 2

que lordre 5 sera suffisant!) et cos(t) = —1 + %(t -1+ o ((t - 7r)3) (observez que l'ordre 3 sera suffisant !).
t—m

D’ou :
2
COS(Tl'Sin(a?))—71+1 fi(xfE)QJrl(xfz)Al + o (xfﬁ>7
N 2\ 2 2 24 2 e 2
1 2 m\4 2 m\6 m\ "7
=115 -3) ~HE-5) o ((-3)
22.4a) Ona
1 1 1 1
z(e* —1) a2 2 2 2t 20 . 22
etz e ot Lo
1 1
=2 2 3 1 -1
S P[RR SIS AR )
2 6 24 120  z—o0
R O S S C RN N 3+(7>4+ o @)
T2 2 6 24 120 2 6 24 2 6 z—0
111 e ( 2)
27 12 7200 aS0"
. (1
, sin( —
22.4 b) Etablir 'existence et donner le développement limité de f(x) = erl , en +oo a ’ordre 5, revient a le faire,
en 0 & Pordre 5, pour Papplication g définie par g(t) = f(%) = tfli(? Or,on a :
tsin(t) = t° — 2 + 0 (t% et B o) (th).
6  t—0 1+t t—0
5 5 1 1 5 5 1
Do g(t) = t* —t* + —t* — ~t° + O (¢°), puis == - =4 — - 0 (—)
ol g(¢) + 6 6 + t—)O( ), puis f(z) x2 3 + 6xt 625 + 2400 \ 6
22.4 ¢) Ona'J:ln(x—‘,—l)—(m—}—l)ln(m)——ln(m)—i—xln( +7> —In(z)+1- L —l—i L o (—)
' a o 2¢ 32  4x3  aotoeo\z3 )
22.4d) Ona:

ce(e(1o e oL o (1)
- P z 222 333  4xt  sotoo\zt
— e ex i—i—i— o (i)

- p 3x  4x2  zo+oco\x2

_e*%<e”+§_ 763:)_’_ o (i)
- 3x 361‘2 r— 400 :L'Z ’
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IFiche n° 23. Arithmeétique|

Réponses

23.1a)......... 6,7)] 234 ... 23.7a)....... (-5,2)]  23.94)

N
W
—
o
S~—"
—
N
[\
S~—"
[\
w
(53
)
S~—
DN
Ne
I
D
o
[
w
Qo
53
= =
ot
]
[\
&
—
—
=
S~—"
=]

23.8 b) [ (3 331,10 548
23.24a)............ 23.5d)....... = 1160 ( ) 23.11¢)............ (6]
23.2Db) ... 23.9a)... 23.11 d)
23.6 a).... |(216,192) oo
23.3a). ...l 23.9 b)

24 24
23.2a) Ona 524 =26d+r avec 0 <7 < d. On en déduit que 26d < 524 < 27d et 52—7 <d< 5276 D’ou d = 20.

23.3b) Ona3’>=4=—1 (mod5)don 3* = (-1)> =1 (mod 5). Le reste de 3" modulo 5 dépend du reste de n
modulo 4. Puisque 1 790 = 447 x 4+ 2 = 2 (mod 4) alors 3' ° = 3> =4 (mod 5).

23.4 On a 1003 = 3 (mod 10) et 3> = 9 = —1 (mod 10), par conséquent 3* = (=1)> = 1 (mod 10). Les restes
modulo 10 des puissances de 3 sont périodiques de période 4. Puisque 1 002 = 250 x 4 + 2 = 2 (mod 4), alors on a

Vn>2,1002" =0 (mod 4). Finalement 1 003'°°2" """ =3° =1 (mod 10).

—~~

23.5 a) L’algorithme d’Euclide s’écrit ici: 10 010 = 3x2 77241 694;2 772 = 1x1 69441 078;1 694 = 1x1 078+616;
1078 =1 x 616 +462; 616 =1 x 462 4 154 et 462 = 3 x 154 + 0. Le dernier reste non nul est 10 010 A 2 772 = 154.
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10 001 _ 65
2772 18’
23.5 ¢) L’algorithme d’Euclide pour 729 et 360 donne : 729 = 2 x 360 + 9 et 360 = 40 x 94 0. D’ott 729 A 360 = 9

et, comme a x b= (a Ab) x (aVb), 729v360:W:40><729:29 160.

23.5b) En utilisant le résultat du a), on établit que 10 001 = 154 x 65 et 2 772 = 154 x 18 d’ou

Ces calculs (et surtout les calculs fractionnaires) auraient été plus digestes en utilisant la décomposition en facteurs
premiers des deux entiers : 360 = 36 x 10 = 2° x 3% x 5 et 729 = 3°. Ainsi 729 v 360 = 2° x 3° x 5... 1l faut néanmoins
effectuer ce produit d’une fagon ou d’une autre.

s . . 360 _ 360 729 729 L. .
23.5d) D’apres les calculs faits au c), puisque T9A360 - 9 = 40 et TON360 — 9 = 81, on réduit au méme
2 81 2x40 81-80 1

1
360 729 360x81 T729x40 29160 29 160

dénominateur :

23.6 a) Puisque aAb = 24, il existe (z,y) € N? premiers entre eux tels que a = 24x et b = 24y. Le systeme s’écrit alors

(24z)% — (24y)° = 24° x 17 L@ty @—y) =17
zAy =1 5ol zAy=1

de 17. Puisque z et y sont des naturels, on a z — y < z 4+ y et donc nécessairement x +y = 17 et z —y = 1. On obtient

une unique solution : (z,y) = (9, 8). On vérifie que (a, b) = (216, 192) est bien (I'unique!) solution du systéme de départ.

. Ainsi les deux entiers x + y et © — y sont-ils des diviseurs

a x b= 360
23.6 b) Puisque V(a,b) € Z* ab = (a Ab) x (aVb), le systéme de 1’énoncé équivaut & { a Ab =6 . Posons a = 6z
6<a<b

zy = 10
et b = 6y de sorte que x Ay = 1. On obtient le systeme équivalent ¢ z Ay =1
l<z<y

Puisque 10 =2 x 5 et 1 < = < y, la seule solution du systéme est (z,y) = (2,5) et, par conséquent, (a,b) = (12, 30).

23.7 a) L’algorithme d’Euclide pour 13 et 5 donne : 13=2%x5+3; 5=1x34+2; 3=1x 2+ 1. On « remonte »
ces bgalités : 1 =3—-1x2=3—(5-1x3)=2x3—-1x5=2x(13—-2x5)—1x5=2x13—5x5. Et (—5,2) est
solution.

23.7c) Onabr+4=7 (mod 13) <= 5z =3 (mod 13). On en déduit que 8 x bz =8 x 3 =24 =11 (mod 13) et,

puisque 8 est I'inverse de 5 modulo 13, que z = 11 (mod 13). Réciproquement, on vérifie que tous les entiers congrus a
11 modulo 13 sont solutions de ’équation. Son ensemble de solutions est donc {x € Z | z = 11 (mod 13)}.

23.8 a) L’algorithme d’Euclide pour 19 et 6 se résume & 19 =3 x 6+ 1 et 6 = 6 x 1 + 0. Ceci donne directement une
solution particuliere de (F) : (1,3). Si (x,y) est solution de (F) alors 19z — 6y =19 x 1 — 6 x 3 et 19(x — 1) = 6(y — 3).
Comme 19 A6 =1 et 19 divise 6(y — 3), d’apres le théoréme de Gauss, 19 divise y — 3. Ainsi 3k € Z : y = 19k + 3. On
en déduit que 19(x — 1) = 6 x 19k et finalement que z = 6k + 1. On a prouvé que si (z,y) est solution de (E) alors
Ik €Z: (x,y) = (6k+1,19k+ 3). Réciproquement, un couple de cette forme vérifie 19(6k+1) —6(19k+3) = 19—-18 =1
et est bien solution de (E). Ainsi, ’ensemble des solutions de 1’équation est S = {(6k + 1,19k + 3) ; k € Z}.

(z,y) €S — (z,y) = (6k + 1,19k + 3) PN (z,y) = (6k + 1,19k + 3)
3001 <x<3331 3001 <6k+1<3331 500 < k < 555
Iy a N =555—5004 1 = 56 entiers entre 500 et 555 inclus.

On a les équivalences : {
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23.8 b) La fonction k — 19k + 3 est croissante; le plus grand y est donc atteint lorsque k = 555.
D’ot, (zo,y0) = (3 331,10 548).

23.9 a) L’entier 2 022 est pair et divisible par 3, et 2 022 = 2 x 3 x 337. Puisque V337 < 19, il faut tester la divisibilité

de cet entier par tous les nombres premiers inférieurs ou égaux a 17. L’entier 337 n’est pas divisible par 5 et on obtient
successivement 337 =1 (mod 7), 337 =7 (mod 11), 337 = 12 (mod 13) et 337 = 14 (mod 17). Ainsi, 337 est premier.

23.9 b) En appliquant les critéres, on établit que 2 023 n’est pas divisible par 2, 3 ou 5. La division euclidienne

de 2 023 par 7 s’écrit 2 023 = 7 x 289. Si on ne reconnaissait pas le carré de 17, il fallait tester la divisibilité par 11
(6videmment fausse), 13 et 17 pour obtenir la décomposition 2 023 = 7 x 17°.

23.9¢) Ona V2021 <45 : il suffit donc de tester la divisibilité par tous les nombres premiers jusqu’a 43. Or, 2 021

n’est pas divisible par 2, 3 ou 5. On obtient (en posant les divisions) un résultat négatif pour le test de divisibilité
par tous les nombres premiers compris entre 7 et 41. En revanche, 43 divise 2 021 et le quotient vaut 47. Enfin, on a
2 021 = 43 x 47, les deux facteurs étant premiers.

23.9d) On a V2027 = 45. Il faut donc tester la divisibilité par tous les nombres premiers jusqu’a 43. C’est le bon

moment pour programmer une fonction en Python qui teste la divisibilité de son argument par tous les entiers impairs
compris entre 3 et sa racine carrée. Le résultat du test est ici systématiquement négatif, 2 027 est donc premier.

23.10 a) On écrit 477 = g x n+8 avec 0 < 8 < n. D’oit ¢ X n = 469. L’entier n est donc un diviseur de 469 strictement
supérieur a 8. Puisque la décomposition en facteurs premiers de 469 est 469 = 7 X 67, on a nécessairement n = 67.

23.11 a) D’aprés le théoréme de Fermat, puisque 3 est premier 4 la fois avec 5 et 7, 3* =1 (mod 5) et 3° =1 (mod 7).

On en déduit, d’une part, que 3** = (3*)° = 1° = 1 (mod 5) et, d’autre part, que 3** = (3°)* = 1* =1 (mod 7). Clest
un corollaire connu du théoréme de Gauss (& démontrer en exercice!) que, puisque 3%* — 1 est divisible par 5 et 7, deux
entiers premiers entre eux, alors 3°* — 1 est divisible par 5 x 7 = 35. D’out 3** = 1 (mod 35).

23.11 ¢) Puisque 2A 5 = 2A 7 = 1, on établit comme aux a) et b) que 2> = 1 (mod 35). D’ol1 67 = (2 x 3)"* =
2% % 3™ =1 x1 (mod 35). Enfin, 6° =6 x 6° =1 x 6® =6 (mod 35).
Il y avait plus simple, sinon. On a 6% =1 (mod 35), d’otu le résultat final.

23.11 d) En procédant comme aux a) et b) avec 561041
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IFiche n° 24. Polynomes

Réponses
_ 2 _ 3 _ 2
2418) oo Q=XE2X 41| 248b) [R=—2x*—3X2+1]
24.3¢)......ii |R = —8X%+21X> — 20X +5]
Q=X>—4X+7 — 3 2
24.1b) .. s 24.3d) ... |R=—20X3 4+ 11X% 42X — 1
24.48). |R=—36X +24]
Q=X*"-1
24.10) i Re —X?4 X 41 244 D) o 24 — 36i
5 24.58) |R=-108X — 150
Q=13X +—
24.1d) ..o 1 2 24.5 D). —150 — 108V/2
R =7 (29X? - 5X - 23)
24.68) ... 76 — 92v/2
24.2 a) ..................................... R=1 24.6 b) ..................................
24.2h) i R=
QAT Q) e (X -1+ 1)
24.2C) it |[R=—2nX +4n—1]
24.7b) ... X?—2X +2)(X*—2X +5
24.2.d).. R=X’4+X 1] ) I X )
24B.0) oo R=ax 3] T (X - PO+ DX+ (X - 2)|
Corrigés
24.1a) Ona
X* 4+ X - X 4+ 1 X -1
—(Xx* - X?) X7 12X +1
2X7 - X 4+ 1
(2X? —  2X)
X 4+ 1
-X -1
2

Ainsi, Q = X +2X +1et R=2.

24.2 a)

X"=Q x (X —-1)+R,

Notons @ le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi :

ou deg(R) < deg(B) = 1.

Ainsi, R est un polyndme constant. On évalue la relation précédente en 1. On obtient alors 1" = Q(1) x (1 — 1) + R(1).

Donc, R =1.
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24.2 b) On constate que :
X3n+2 +)(—377‘«%1 +X3n — XJn X (X2 +X+ 1)
Ainsi, X* 4+ X + 1 divise X*"? 4+ X*"* 4 X°" et donc R = 0.

24.2 ¢) Notons Q le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi :

() (X=3)"4+(X—-2"-2=Qx(X—-2)2+R, oideg(R)< deg(B) = 2.
Ainsi, R est de la forme R = aX + b. On évalue la relation () en 2. On obtient alors :
(2-3)""+(2-2)"—2=Q(2) x (2—2)° + R(2).
Donc, —1 = 2a + b. On dérive la relation (x). On obtient alors :
M(X =3)" (X —2)" ' =Q x (X -2 +Qx2(X-2)+R.
On évalue cette derniére relation en 2. On obtient ainsi :
(2 -3 422" =Q(2) x (2—-2)*+ Q(2) x 2(2—2) + R'(2).

Donc, —2n = a. On en déduit que a = —2n puis que b = —1 —2a = 4n — 1. Ainsi, R= —2nX +4n — 1.

24.2 d) Notons Q le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi :

() X" X" X" =Qx (X®-2X +1)+ R, ot deg(R) < deg(B) = 3.

Ainsi, R est de la forme R = a(X” + bX + ¢). On constate que X° — 2X + 1 s’annule en 1. Ainsi, X — 1 divise
X? — 2X + 1. Par division euclidienne, on obtient X* —2X +1 = (X — 1)(X” 4+ X — 1). On constate également que
X" X" X" = X" x (X? 4+ X —1). Dong, () devient (X*+X —1) x (X" —Q x (X —1)) = R. Ainsi, X*+ X —1|R.
Or, deg(R) < 2. Donc, R = a(X” + X —1). On évalue (%) en 1. On obtient a = 1. Donc, R = X* + X — 1.

24.3 a) Trouver le reste de la division d’un polyndéme par X * revient a trouver les coefficients constants, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici, P = A+ B = X"+ X* +2X —3=X*(X + 1) + 2X — 3. Ainsi, R = 2X — 3.
24.3 b) Trouver le reste de la division d’un polyndéme par X 4 revient & trouver les coefficients constants, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici, P=Ax B=Q x X* —2X% —3X? 4+ 1. Ainsi, R = —2X°® - 3X% + 1.

24.3 ¢) Trouver le reste de la division d’un polyndéme par X* revient a trouver les coefficients constants, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici :

P=A0oB=(X-2°)?-3X-2°+1=(X-2)"-3(X-2°41=0Q x X* —8X® +21X° — 20X +5.

Ainsi, R = —8X® 4+ 21X?% — 20X + 5.

24.3 d) Trouver le reste de la division d’un polyndéme par X* revient a trouver les coefficients constants, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici :

P=AoB=2(X"+X"—2X+1)* - 3(X’+ X*—2X+1)* - (X’ + X*—2X +1)+1=Q x X" —29X® +11X° 42X — 1.

Ainsi, R = —29X% + 11X? + 2X — 1.
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24.42a) Ontrouve @ = X* —2X® —9X? — 20X —44 et R = —36X + 24.

24.5a) On trouve Q = X* —2X® —6X? — 26X — 65 et R = —108X — 150.

245b) Ona P = Q x (X?—2) 4+ R. On évalue en V2. Ainsi, P(v2) = Q(V2) x (\/52 —2) + R(v/2). Donc,
P(V2) = R(V2) = —150 — 108V/2.

24.6 a) On commence par chercher un polynéme simple ayant V2 — 1 pour racine. Posons X = V2 — 1. Ainsi,

X?=2-2V241=3-2V2.0r, V2= X +1. Donc, X* =3 —2(X +1) = —2X + 1. Ainsi, V2 — 1 est racine de
X2 492X —1. On effectue ensuite la division euclidienne de P par X% +2X —1. On trouve Q = X* —4X3+ X% — 28X +4
et R=—-92X —16. Donc, P = Q X (X2 +2X — 1) + R. On évalue enfin en v/2 — 1. On obtient :

P(V2-1)=Q(V2-1)x (vV2-1)* +2(vV2-1) - 1) + R(V2 - 1).
Donc, P(vV2 —1) = R(vV2 — 1) = 76 — 92V/2.

24.6 b) On commence par chercher un polyndme simple ayant 1 + i pour racine. Posons X = 1 + i. Ainsi,

X?=142i4+(1)> =2i. Or,i= X — 1. Donc, X* = 2(X — 1). Ainsi, i + 1 est racine de X* — 2X + 2. On effectue ensuite
la division euclidienne de P par X? — 2X + 2. On trouve Q = X* — 10X? — 42X — 117 et R = —206X + 214. Donc,
P =Qx(X?>—-2X+41)+ R. On évalue enfin en i+ 1. On obtient P(i+1) = Q(i+1) x ((i+1)> = 2(i4+1)+2) + R(i+1).
Donc, P(i+1) = R(i+ 1) = 8 — 206i.

24.7 a) On constate que P(1) = 0. Ainsi, 1 est racine de P. On constate que P’(1) = 0. Ainsi, 1 est racine double.

Donc, P est divisible par (X —1)?. On effectue la division euclidienne correspondante pour trouver P = (X —1)*(X*41).
On aurait aussi pu remarquer que i est racine et donc i également car le polynéme est & coefficients réels.

24.7 b) On constate que P(1+41i) = 0. Comme P est & coefficients réels, 1 +1 = 1 —1i est aussi racine de P. Ainsi, P est

divisible par (X — (1+1))(X — (1 —i)), c’est-a-dire par X* —2X + 2. On effectue la division euclidienne correspondante
pour trouver P = (X? — 2X + 2)(X? — 2X + 5).

24.7 ¢) On constate que P(i) = 0. Comme P est a coefficients réels, i = —i est aussi racine de P. Ainsi, P est divisible

par X? + 1. Par ailleurs, on constate que P(1) = 0 et P'(1) = 0. Ainsi, 1 est racine double de P et donc P est divisible
aussi par (X —1)°. Ainsi, P est divisible par (X — 1)*(X? 4 1). On effectue la division euclidienne correspondante pour
trouver P = (X — 1)*(X? 4+ 1)(X + 1)(X — 2). Au lieu d’effectuer la division euclidienne, on aurait pu constater que —1
et 2 sont aussi racines de P.
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IFiche n° 25. Décomposition en éléments simples|

Réponses
1 1 7 1 3 X -1
25.1a)............. X-3—-—=4+—-—+—-— 25.6b)...... -
2) X Tx11 X2 ) X 1) 2X+1)  X?rX il
2 1 3
25.1 b ........ 1—-— = 25.7 a) ................................ 1-— 2111(3)
) X 2xtD  2x-1)
25.7b) ... —=In(3) + = In(2
25.1C)e e R R —— ) ®) @
2X —m) 2(X+m)
2
05 2 ) e—1 N 1 25.7 C) ....................... g — 4111(2) + 21n(3)
o A) e
(e—=2)(X+e) (2—e)(X+2) .
25.7d) . — — —1In(5 —1n(2
25.2 b) 3 1+i 1 ) 13 g+ 5@
2b) 5X 1) AX D IX1D -
2.7 ) e -
5 8
25.2¢). [1- -
(V2+V3)(X +V3)  (V2+V3)(V2-X) 1
25.7 1) o ~In(2) — —In(3)
—3 1 2 1 2
25.3a)..... + + +
X-2 X-3 X-1 (XxX-12 1 lz-1
25.8 8) it —1In
2 2 11 3 3 2 |l1+4¢a
25.3b).. | =+ —
X TXZ O 4X-1)  2(X-1)2  4X+1) 1
25.8 D) oo T —
25.3 ) 1 1 1+7 ) 4(1 — 2x)?
WDC) i, 7|'2X 71'2(X n 7'() 7T(X n 71_)2 1
X
25.8C) it arctan()
25.3d)...... %5 T o~ x=a T ey V2 V2
1 1 1+3i 1-3i 2 2 1 )
. _ _ _ 25.8d)................. — arctan| —X + —
248) | T T yx oD AX - AX+0) ) V3 (\/3 V3
25, 8 ) i 2
25.4b). |~ 4> 2 1 °)
2X 6(X + 2) 3(X - 1) (X - 1)2 2 1 1 16
25.8 f) T 42+ snfz+ 1] - shnjz -1+ 2 Infz - 2|
1 1 1
25.5a) oo [ 2D 8 E) i
a) 2nt+1) 2n 4 g)
. — xH%1n(x2+2)_%1n|x+1\+§arctan<%)
25.5 D). =t 3 e
25.80).............. z :§_+1n‘ —
6a)..... it T e
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Corrigés

25.1 a) Pour commencer, effectuons la division euclidienne de X* — 2 par X(X +1)(X +2) = X* +3X> +2X : on
trouve X* — 2 = (X® +3X” +2X)(X —3) + 7X? + 6X — 2. Ainsi, on a :

x* _x_g, XPH6X -2
X(X+1)(X+2) X(X+1)(X+2)

On écrit ensuite la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle précédente :

X% +6X -2 _a, b . _c
X(X+D)(X+2) X X+1 X+2

Pour calculer a, on multiplie la fraction par X, on I’écrit sous forme irréductible, et on évalue en O :

Mx _w ce qui. évalué en 0 donnea—ﬁ—fl
X(X +D)(X +2) (X +1)(X +2) ’ 2 '

Pour calculer b, on multiplie la fraction par X + 1, on ’écrit sous forme irréductible, et on évalue en —1 :

% X (X+1)= %, ce qui, évalué en fl,donneb:(_z)_(_%:l.
Enfin, pour ¢ :
% X ()(—1—2):%7 ce qui, évalué en —2, donnecz% = %:7.
D’ou :
7X? +6X —2 -1 1 7
XX+DX+2 X T X+1 X+2
Donc : Xi_o . . .
W:X737Y+X7_H+m.

X+1 _a n b n c n d
(X —1)22(X-2)(X-3) X-1 (X-12 X-2 X-3

Par les méthodes du premier exercice, on détermine facilement ¢ = —3 et d = 1. De méme, en multipliant par (X — 1)2
et en évaluant en 1, on obtient b = 1. Ensuite, en évaluant en 0, on obtient :
1_ a d

= th+ =+ 2
6 —1 -2 =3’

X +1 _. =3 .t 2 1
(X —12(X-2)(X-3) X-2 X-3 X-1 (X-12

25.4 a) 1l suffit de remarquer que X* —1 = (X — 1)(X +1)(X — i)(X + i) et de se ramener & la méthode des poles
simples vue précédemment !

25.4 b) 1l faut remarquer que X*—3x?42X = (X — 1)2(X + 2) X, puis utiliser les méthodes des poles multiples !
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25.5 a) Sil’on considére la fraction rationnelle Wl()(-i-l)’ alors :

1 1 1 1
(X—umx+nfff+ﬂx+m+mX—n
Ainsi :
R SR SN SRR
(k—Dk(k+1) k 2k+1) 2(k-1)
I S (L
C2(k+1) 2k 2k 2(k—1))°
Donc :
I
kﬂ(k—nk®+l)_kﬂ2®+l) 2k 2k 2(k—1)
-t ot i1 (par télescopage)
T2n+1) 2n \4 202-1) P pag
11
T 2n4+1) 2n 4
25.5 b) On remarque que :
k* — 5k —2 1,2 2 1
(k—VDk(k+1)(E+2) k k+1 Ek+2 k-1
_1 2 7( 12 )
k k+2 k-1 k+1/
. . 2 1 1
Par télescopage, on obtient que cette somme vaut ——— + — — —.
n+2 n 3

a n b +cX+d
X+1 (X+1)2 X2+1°

En multipliant par (X + 1)2 et en évaluant en —1, on obtient b = 1.
En évaluant en 0, on obtient :

4=a+b+d,
donc a +d = 3.
En multipliant par X, en évaluant en z € R et en faisant tendre z vers 400, on obtient :
O=a+c,
donc ¢ = —a.
Enfin, en évaluant en 1, on obtient :
6 a c+d

b
s~ 2t
Donc :
3=2a+b+ 2c+ 2d.
Soit, comme a + ¢ =0, et b =1, on en déduit que 2d =3 — 1 = 2, donc d = 1.

Donc a = 2, donc ¢ = —2. Donc :

2X +4 2 11—
(X +1)2(X2+1) X+1 (X412 X241
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X241
25.7 a On effectue la décomposition en éléments simples de ————— :
) P P (X —1)(X +1)
X241 1 1
+ + .
X -1

(X -—1)(X +1) X1

Ainsi :

1/2 241 1/2 1 1
J SNy LU S
—-1/2 (z=1D(x+1) —-1/2 z+1 =z-1

1/2

:1+{—ln(x+1)+ln(1—x)}

—1/2

=1 fln<g> Jrln(%) +ln(%) fln(g) =1-2In(3).

e ! 1 vz ™
/0 P dz = /0 (COEE) dz = [5 arctan(Qac)} .= é(arctan(l) — arctan(0)) = 5
. o 14 . X
25.7 f)  On effectue la décomposition en éléments simples de i1
Ona X*—1=(X—1)(X+1)(X?+1). Donc, on écrit :
X a b cX +d

Xio1 X1 X1 X*y+1

1 1 1
Par la méthode déja décrite, a = T b = —. En multipliant par z et en faisant x — +00, 0 = a4+ b+ ¢, donc ¢ = —35
Enfin, en évaluant en 0, —a + b+ d = 0 donc d = 0. Donc :
X 1 n 1 _ X _ X _ X
X4—1 4(X-1) 4X+1) 2(X2+1) 2(X2-1) 2(X24+1)
Ainsi :
5oz 13 =z T
dr = - - ——d
/21'4—1 v 2[2 22—1 22417
e — 1y - L2 r
= 2{21n(a: 1) 2ln(:v +1) ,
1
= Z(ln(S) —1In(10) — In(3) + In(5))
1 1 1
= Z(3ln(2) —1In(2) — In(5) — In(3) + In(5)) = 5 In(2) — 1 In(3).
- _ 1 1 s 1 1
25.8 a) On écrit XP-1 7 (X 1) — X T 1) donc une primitive de z — 2@ —1) — D) est
1 1 1, |z—1
=1 —1]—-=1 1l ==1 .
x»—>2n|x | 2n|x—&— | 2n‘1+x‘
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25.8 d)

1

L’idée pour primitiver cet élément simple est d’utiliser une forme canonique afin de se ramener a arctan

_ 1 _4 1 4 1
X2+ X+1  (x4+1)2 43 34(x4+1)41 3. )2
( 2) 1 3( 2) (WX+\/§) +1
1 443 2 1 2 1
Ainsi, une primitive de x —> ———— est x +— - —arctan| —X + — | = — arctan| ——X + — |.

P 22tz +1 372 <\/§ \/§> V3 <\/§ \/3)
u/ .....................................................................................................
25.8 ¢) L’idée est de faire apparaitre —

T 1 2z+2 1
2 +2x+3 222+22+3 22+22+3

1 2 2 1
Or, une primitive de x — 5#_;4_3 est T — 5 In |x2 + 2z + 3|. De plus :

1 _ 1 _1 1
x2+2x+3_(a:+1)2+2_21 et
(=)
de primitive z — L arctan ztl Donc une primitive de la fonction x — _r est :
P V2 NoOA P z2 42z + 3 '
1 2 1 r+1
r+— —In|z° + 22+ 3| — — arctan| —— ).

L - Jgarctan( 221
.................................................................................... X4
25.8 f La décomposition en éléments simples de est :

) P P (X DX -2)(X +1)
x* =X+2+ ! L + 16
(X —D(X -2)(X+1) 6(X+1) 2(X-1) 3X-2)
2
donc:vr—>%+2x+éln|x+1|féln\x71|+13—61n|x72\ convient.
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- = —
Réponses
1 -3 -1 cos(260) —sin(20)
26.18) ... (3 3 4 ) 26:28) oo (sin(20) cos(26)
9 -7 3
cos(30) —sin(36)
5 6 s 26.2h). ... (Sm(?)e) cos(36)
26.1D) ... 15 -1 11
18 —-26 -1 . cos(kf) —sin(k0)
26.21) ... <sin(k9) cos(kf)
26.1 ). |17 (matrice 1 x 1)]
n DRI n
17 =2 : : .
26.1d) ... 2 14 —4 26.2J) e Do) 1)
-1 -7 2 nocon
1 n2 n2
26.1€) .. 3 26.2K) ... (n?)
-1 n2 ... p?
26.16). (=5 15 3)|  9g21) ... n*~'D
2.1 g) (5 4> 26.38) .. .eene e 2 x 3771 x 51|
I P 15
26.3b) ... 2iF13i—i(on 1)
5 3 -1 1
26.1h) ... ( > -
43 1 2 26.3C) ... 2 x 3t (1 - (;) )
17 =2 : :
26.11) ..ot 749 -4 26.3d) ... <Z - 1) n (f 1)
2 14 4 J Jj—2
1 2 i1
26.2 8) ... 01 26.4a). . 270
1 3 (1 =0i,1)(0i—1,j4+1 + di5)
26.2D) .o <0 1> 26.4Db).............. (1= 6i)(8ig + Big14-1)
1 2 —e
26.2 C) . ((1) l{") 26.52). ... 20r o) (_2 - )
11 —1-2i
26.2 d) .................................. (g g) 26.5 b) """"""""""""" g <1 -1 + 11>
8 19 (52 -1
26.2 e) .................................. (0 27> 26.5 C) ........................ 5 ( 3 ) -1
-6 —2 2
k ok _ ok
26.2 ). ... (20 3 3k2 >
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) 0 4 0 26.5h) ... Non inversible !
26.5 d). ... =0 -2 -2 1 o 1
2 -t 1 1If1 1 0 0
26.51). ..o Sl o 1 o
(8 4 72 0 0 1 1
26.5 €) .. gl 16 6 7 -
0 2 1 26,6 8) ...
1 -2 2 2 . 4 _1 3
26.5 f) ........................ 6 1 —1 2 26-6 b) ........... 1 )\ 2)\ _|_ 2 )\ _2)\ _ 1
4 2 4 “AA-1 0 12
4 -2 2 0 26.6 C) .o A#1
D) 5|7 5 3 _1 ; a4 1 2-2
_5 3 _1 _1 26.6 d) ..... ﬁ 1 0 _].
- 1— )2 A—1 A—1
Corrigés

26.2 b) Un calcul direct donne A® = A% x A = <(1) f) X (1 1) = (1 3).

. (21 2 1\ (4 5
26.2 d) On calcule : B —(0 3>><(0 3>—<0 9),

o [cos(@) —sin(0) cos(f) —sin(h)
o= (sin(&) cos(6) ) % (sin(@) cos(6) >
_ (cos(@ 2 _sin(0)? —2cos(0) sin(0) ) _ (cos(%’) —sin(29))
2sin(f) cos(d)  —sin(8)® + cos(8)” sin(20)  cos(20) )
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26.2 j) Deux possibilités de faire le calcul : « & la main », ou bien avec la formule théorique du produit.

e A la main, on remarque que, lorsque 1'on effectue le produit D x D, chaque coefficient résultera du produit d’une
n .-

ligne de 1 par une colonne de 1, donc sera égalan: D x D = | : (n) .| =nD.

e En utilisant les coefficients, on peut écrire que [D”];; = Z[D}Zk[D]k] = l=n
k=1 k=1

A Bl =S by =3 (;_ i)zkgﬂ'—k.

k=1 k=1

L o fi—=1Y) )
Mais si k > 1, <k1) =0, donc :

[AxB]ij—ZZ:(]i_ll)Q 3=k

k=1
1—1 . 1
= (Z ; )2“1?3_[_1 en faisant le changement d’indice { = k — 1
=0
o« (i—1)/2\*
=2x37" ; (f)
@ ()G
=0
1—1
=2x3""x (3+1)
3
., 5t . 1
— J — J—1 e
=2x3 ><31.71_2><3 X 5

26.3 b) On calcule :

[BQ]W = Zb kbk] ZQ 3k 7'2 3] k 2 3] 122 7.+13J 2( 1)
k=1
26.3 ¢) On calcule :
B = 0, = St = (2] 3 ()
k=1 1 — P
:égiﬂl*(%) :4><31+J (1_@)”)
9 1-— g 5 9 :

26.3 d) On calcule :

b
X
Q
S
Il
o~
Il 3
8
ol
)
Eal
<
\
o~
Il 3
-
R
ol
|
—
~~_
—
<3
Eal
&
+
=
+
>
Fad
[
|
—
Il
7N\
o~
|
—
~
VR
oL =
(.
[N
~
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26.4 a) Déja, la matrice A? est triangulaire inférieure (produit de deux matrices triangulaires inférieures). Soit j < ¢
Alors :

[A%);; = Z[A]ik[A]kj = Z <Z;:11> (]; : i)

k=1 k=1

:kij(,i_i) ()

B 1—1 (k—1)!
Z — k) (G =Dk —

Ik

- (i —1)! (@ —13)
Z (= DW= (k=) =5 — (k—j))!
DRI e
k=j £=0
g ]<z—1>.
j—1

101 0 1 0 1 0 0
02 0 1 0 2 0 1 0
n=4: ,m=25 1 0 2 0 1

1 0 2 0
01 0 1 01 0 2 0
0 0 1 0 1

On calcule :
[02]ij = Zcikckj = Z((Si,kJrl + 0ik—1)(Ok,j+1 + Ok j—1)
k=1 k=1

n n n n
= E Oik+10k,j+1 + E 0 k+10k,j—1 + E 0ik—10k,j4+1 + E 0 k—10k,j—1-
k=1 k=1 k=1 k=1

Si (i, ) ¢ {1,n}", on a
[CQL']' = 0i—1,j+1 + 20, + Sig1,5-1.

Ceci est confirmé par la structure « tridiagonale espacée ».

Sinon, pour (i, ) quelconque dans [1,n]?, on trouve :
[C%i; = (1= 800) (Sim1g41 + 85) + (L= 0i.n) (i + igr,j—1),

car 01,541 = 0 = 0, k—1 pour tout k entre 1 et n.
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26.5 ¢) Effectuons un pivot de Gauss :

1 -1 0/1 0 O 1 -1 01 0 O
o 2 10 1 0)—1(0 2 110 1 O
3 -1 210 0 1 0 2 2|-3 0 1/Ls<+ L3—3L,
1 -1 0|1 0 0
— (0o 1 1/2[ 0 1/2 0|Ly<« Ly/2
0 2 21-3 0 1
1 0 1/2[ 1 1/2 O\ L1+ Li+ Lo
— (0o 1 1/2/0 1/2 0
0 0 1 [-3 —1 1 L3<—L3—2L2
1 0 0/5/2 1 —1/2\ L1+ L —1/2Ls
— [0 1 0[3/2 1 —1/2|Ly« Ly—1/2L3
0 0 11-3 -1 1

1 5 2 -1
Ainsi, B est inversible d’inverse 3 3 2 —1].

-6 -2 2
1 1 2
26.5 d) Il ne faut pas avoir peur du 7 et écrire que C' = 7r< 1 0 0> . On calcule alors (par pivot de Gauss) que
-1 -2 0
( 1 1 2) 1 (0 4 0 ) 1 (O 4 0 >
1 0 0] est inversible d’inverse = | 0 —2 —2 |, donc C est inversible d’inverse — [0 -2 —2].
-1 -2 0 o 11 T\ 1 1

26.6 a) Effectuons un pivot de Gauss :

A 1 1|1 0 O -1 -1 2
-1 -1 210 1 0)— | A 1 1
A 1 20 0 1 A 1 2

Si A =1, alors la matrice n’est pas inversible. Sinon :

1 0 1-X 242X

0 1 0
1 A O0|Le<« Lo+ 21
0 XN 1/ L3+ L3+ ALy

0 1 0 -1 -1 2
1 0 0)Las>Li — [ 0 1—=X 142X
0 0

-1 -1 2 10 1 0 —1 0  3/A-XN|1/1-XA) 1/0-X) 0 L1<—L1+ﬁL2
0 1-X 1+42\1 X 0)— [0 1-x 1+2x 1 A 0 -
0 1-X 2+42)0 X 1 0 0 1 -1 0 1 e Le— 1L,
10 014/(1=N) /(=N —3/(1—)) L1<—L1—13/\L3
o0 1-x o 2x+2 A =2 =1 |1, Ly (1490 s
o o0 1 -1 0 1
1 0 0 —4/(1—-X)  —1/1-2)) 3/(1—A) L+ ILl
— [0 1 0@ +2/a-N N1-N  (=2A=1/1-N) | Lo 7= La
00 1 “1 0 1 -
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I[Fiche n° 27. Algebre linéaire

Réponses
27.08) (3,-1) 27.2d) . 2740 1 (_19 _43>
o U J) oo v v v v 5 9 21
27.1 b) ................ (_173) 27.2 e) ......................
27.21) . 1 0 1
27.1¢). ... (9/11,2/11) 27.4 ) 5 11
27.38) iiiiiiia (2] SRR 01
271 d). e 24515 | g7y
27.1¢€).......... —1,1/2,1/2 12 4
) (L1/2,1/2) | 27.3¢) oo, 2T )n 014
27.16) .. (0,2,4,1) 27.3d) .o 00 1
1 1
27.1g) ... (1/2,-V3/2)|  274a).. ( ) 1 -1 1
3 _5 27.5a)......... 4 15 0
27.28) it
-5 3
27.2D) oo 27.4Db) . (1 1) 0 10
27.5 b) 002
27.2¢) i () AT R e 00 0
0 0 O
Corrigés
27.1 a) Notons u = A(0,1) + p(—1,2). Alors, { 5 - 1. Ainsi, u = 3(0,1) — (—1,2)
"
27.1 b) Notons u = A(0,1) + u(—1,2). Alors, { ) Ainsi, u = —(—1,2) + 3(0,1)
I

27.1 ¢) Notons u = A(1,2) + p(12,13). Alors :

A+12u =3 A+r12u =3
<
2N+ 13p =4

dp—v =1 A+5u =2 A+5u =2
A+5u =2 < q4dp—v =1 <= {—v+4u =1
SA\+6u+rv =1 —u+v =-5 —5u = —4.
. 11
Ainsi, u = —2(0,1,3) + = (4,5,6) + g( 1,0,1)
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27.1e) Notons u=\(1,0,1) 4+ u(1,1,1) + v(-1,-1,3). Alors :

Ad+p—v =-1 Ad+p—v =-1
n—v =0 <= <u—v =0
A4p+3v =1 4v =2.

27.1f) Notonsu=A+pX +vX(X —1)+6X(X —1)(X —2).

En évaluant en 0, on a A = 0. En évaluant en 1, on a x = 2. En évaluant en 2, on a 2u + 2v = 8 + 4 = 12, soit v = 4.
En identifiant les coefficients de X*® dans chacun des membres, on trouve & = 1.

Finalement, on a u = 2X +4X(X — 1) + X(X — 1)(X — 2).

3 2 1
27.3 a) En effectuant les opérations élémentaires Lo < Lo + L1 et L3 < Ls + 2L1, on obtient <—1 -1 O) .

2 2 0
3 2 1
En effectuant Uopération élémentaire L3 <— L3 + 2L, on obtient { —1 —1 0 |. Ainsi, rg(A) = 2.
0 0 O

27.3 b) Sisinf =0, i.e. s'il existe n € Z tel que § = nm, alors la matrice est égale a <(_01) (_?)n> et elle est de

rang 2.

), qui est de

Sinon, on effectue opération élémentaire L1 < sin(f) L1 — cos(0) L2 pour obtenir la matrice <sin6 cosd

rang 2 car sin(f) # 0.

1 2 1
27.3 ¢) En effectuant Popération élémentaire L3 < L3 — L1, on obtient <0 2 4) .

0o -1 1
1 2 1
En effectuant 'opération élémentaire Lg <— 2L3 + L2, on obtient | 0 2 4 |. Ainsi, le rang de la matrice vaut 3.
0 0 6
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27.3d) En effectuant les opérations élémentaires Lo + Lo — 2Ly, Lg < L3 — 4L, et Ly + L4 — L1, on obtient

1 -1 2 3 1 2 -1 3
8 Z :E7> _—143 . En effectuant 'opération élémentaire C <+ Cs, on obtient g :57) z __143 . En effectuant
0 5 0 -2 0 0 5 —2
1 2 —1 3
I’opération élémentaire L3 < 5L3 — 7L2, on obtient 0 -5 3 —4
’ 0 0 9 37

0 O 5 -2
Comme les deux dernieres lignes sont linéairement indépendantes, le rang de la matrice vaut 4.

Ainsi, Matg(f) = (_15 ?)

1 3\ 1/-4 3
P= (2 4) - 2< 2 —1)'
Ainsi,P<41> = (‘5?2/2> et P(HD = (;‘i?;é2>.nonc f(1,2) = —%(1,2)+§(3,4) et £(3,4) = —§(1,2)+%(3,4).

Ainsi, Matg(f) = ;<91 ! 2i3>

27.4d) Comme f(1,0,0) = (1,3,0) = (1,0,0)+3(0,1,0)+0(1,1,1), £(0,1,0) = (1,0,1) = 0-(1,0,0)—(0,1,0)+(1,1,1)

1 0 1
et f(1,1,1) = (2,2,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (1,1,1), on a Matz(f) = <3 -1 1).
0 1 1

1 2 4
27.4 e) Commef(l)zl,f(X):X+2etf(X2):(X+2)2:X2+4X+4,onaMat@(f):(0 1 4).

27.5a) Comme f(0,1,3) = (4,—1) = —1(0,1) + 4(1,0), f(4,5,6) = (15,—1) = —1(0,1) + 15(1,0) et comme

f(—170’1>—(07—1>——(0,1)+0(1,0),onaMat@,@/<f)‘<_41 5 _01)
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[Fiche n° 28. Equations différentielles|

Réponses
28.18) e o 56627 | 28.4b)............. 2 (2 3i)e” + (3i — 1)
28.1b) ... x— 6e” — 1 28.5 8) i x— e’
3z T 2z
28.1C) i xl—>863 Dl 285b) 2 7e™ —5e
T T2z
28.1d) .ot T 02— 2BBO) T 3e T 3e
28.28) . i z—> e6-2)/5 285d) .. ‘x — (2 - x)e” ‘
28.2b) i ‘aj — 1 — 2¢722/T+2 ‘ 28.5€) i ‘I — (2 — z)e?
28.2¢) . x|—><6+7r>e 5. 6 286 a). .. i ‘m'—>cosx—|—2sinac‘
V5 V5
—x/2 \/§QE 1. \/g-'lj
5 5 28.6b).... [z+—e COST—ﬁsmT
28.2d) ... s (12 + e)e”—’* _
7r T
28.6 C) et ‘x — e “sin(x) ‘
28.38) it T — e = T
z[ — L iy L _oix
28.3 D) e sr—ov| 286d)....... xMe( 5 )
28.48) i ‘x»—>2e2w—e"’”‘
Corrigés

28.1 a) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

12z 12z

y — 12y =0 est {m — e e R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo : & — Xe

Alors, yo(0) = 56 = . Finalement, yo : & — 56e'*".

28.1 b) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

y —y =0est {x — Xe”; X\ € R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = p + 1, soit u = —1.
Ainsi, il existe A € R tel que yo : £ — Ae™ — 1. Alors, 30(0) =5 = A\ — 1. Finalement, yo :  — 6e” — 1.

28.1 ¢) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene
y —3y = 0 est {x — X N e R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = 3u + 5, soit
p= —5/3. Ainsi, il existe A € R tel que yo : & — Ae®” — 5/3.

, 8e’” —5
Alors, yo(0) =1 =X —5/3. Finalement, yo : © — —————.
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28.1 d) Notons yo I'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogeéne
y —2y =0 est {a: — e A€ R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0 = 2+ 12, soit p = —6.
Ainsi, il existe A € R tel que yo : & — Ae*® — 6.

Alors, yo(0) = 3 = A — 6. Finalement, yo : © — 9e%* — 6.

28.2 a) Notons yo I'unique solution de ce probléme de Cauchy. I’équation est homogene et son ensemble de solutions

est {x —s e % N e R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo : 2 — e”*/°.

Alors, yo(1) =e = e /" Finalement, yo : & — e67%/5,

28.2 b) Notons yo 'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

2 _
y' + ?y =0est {x — e /7 ;s AE ]R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0+2p = 2, soit = 1.

—20/T+2 4

Ainsi, il existe A € R tel que yo : © +—> e 2/ T4 Alors, yo(7) = -1 = Xe 2 +1. Finalement, yo : © — —2e

28.2 ¢) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene

vy — by =0 est {:r — eV ; AE ]R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0 — \/gu = 6, soit
6
. Ainsi, il existe A € R tel que yo : z +—> AeV?®

h==7

Alors, yo(0) =7 =X — % Finalement, yo : z — ( +7T>e e _ —,

28.2 d) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene
y —my = 0 est {x— Xe™ ; A € R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = mu + 2e, soit

2 2 2 2
n= ey Ainsi, il existe A € R tel que yo : & — X" — i Alors, yo(m) =12 =Xe" — il
T T m

2e

. 26 7r:cf71'2
Finalement, yo : x — (12 + —)e
T T

28.3 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> —3r+2=0, dont les
solutions sont 2 et 1 (car 241 = 3 et 2 x 1 = 2 et on reconnait 7> — (2 + 1)r 4+ 2 x 1). L’ensemble des solutions de
I’équation est donc {x — Xe” + pe® s (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, u) € C* tel que yo : 2 —> Ae® + pe®®
Alors, y(0) = A+ p =1 et 3/ (0) = A+ 2 = 2. Ce systéme se réduit en A+ =1 et u = 1. Ainsi, yo :  — ",

28.3 b) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r?—3r+2= 0, dont les
solutions sont 2 et 1 (car 24+ 1 = 3 et 2 x 1 = 2 et on reconnait > — (2 4+ 1)r 4+ 2 x 1). L’ensemble des solutions de
I’équation est donc {x — Ae” + pe® s (A p) € (Cz}. Ainsi, il existe (A, p) € C? tel que yo : £ — Ae” + pe®”.

Alors, y(0) = A+ =1 et y'(0) = A+ 2u = 1. Ce systéme se réduit en A +p =1 et p = 0. Ainsi, yo : © — €.
28.4 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r?—3r+2= 0, dont les

solutions sont 2 et 1 (car 24+ 1 = 3 et 2 x 1 = 2 et on reconnait > — (2 4+ 1)r 4+ 2 x 1). L’ensemble des solutions de
I’équation est donc {m — e 4+ pe® ; (A p) € (CQ}‘ Ainsi, il existe (X, p) € C? tel que yo : @ — Ae” + pe®”.

T

Alors, y(0) = A+ p =1 et y'(0) = A + 2u = 3. Ce systéme se réduit en A + = 1 et u = 2. Ainsi, yo : x — 2e%" — e”.
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28.4 b) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> —3r+2=0, dont les
solutions sont 2 et 1 (car 241 = 3 et 2 x 1 = 2 et on reconnait 7> — (2 + 1)r + 2 x 1). L’ensemble des solutions de
I’équation est donc {w — Xe” + pe®™ s (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, p) € C? tel que yo : £ — Ae” + pe®”.

Alors, y(0) = A+ =1 et y'(0) = A + 2u = 3i. Ce systéme se réduit en A+ =1 et p=3i — 1.
Ainsi, yo : @ — (2 — 3i)e” + (3i — 1)e**.

28.5 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est -1 = 0, dont les
solutions sont —1 et 1. L’ensemble des solutions de I’équation est donc {:v — xe” +pe” " (A ) € (C2}. Ainsi, il existe
(A, 1) € C? tel que yo : & — Ae” + pe™ ",

Alors, y(0) = A+ pu =1et ' (0) = A — = 1. En additionnant et soustrayant ces relations, on obtient A = 1 et p = 0.
Ainsi, yo : z — e”.

28.5 b) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> 4+ 3r+2 = 0, dont
les solutions sont —1 et —2 (car —1 — 2 = —3 et (—2) x (=1) = 2 et on reconnait 7> — (=2 — 1)r 4+ (=2) x (—1)).
L’ensemble des solutions de 1’équation est donc {w —Xe T 4 pe s (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (X, p) € C? tel que

—x —2x
Yo 1 x —> Ae T+ pe
Alors, y(0) = Ap = 2et y'(0) = —A\—2p = 3. Le systéme se réduit en A\+u = 2 et —u = 5. Ainsi, yo :  — Te " —5e 2",

28.5 ¢)  Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r*+r—2 = 0. Le discriminant
du trindme vaut 9 et ses racines sont —2 et 1. L’ensemble des solutions de 1’équation est donc :

{m — Xe” +pe 3 (\p) e (CQ}.

Ainsi, il existe (A, 1) € C? tel que yo : z — Ae” + pe ™ >".

Alors, y(0) = A+pu = Let 3 (0) = A—2p = 2. Le systéme se réduit en A\+p = 1 et —3u = 1. Ainsi, yo : © —> %ezf%eﬂz

28.5 d) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>—2r+1=0, dont la
racine double est 1. L’ensemble des solutions de 1’équation est donc {x — (A + px)e” ;5 (A, p) € (CQ}. Ainsi, il existe
(A, 1) € C? tel que yo : & —> (A + pa)e”.

Alors, y(0) = A =2et ' (0) = A+ p = 1. Ainsi, yo : © —> (2 — z)e”.

28.5 e)  Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r?> +4r +4 = 0, dont la
racine double est —2. L’ensemble des solutions de ’équation est donc {m — (A px)e > (A p) € (Cz}. Ainsi, il existe
(A, ) € C? tel que yo : & — (X + px)e

Alors, y(1) = A+ p)e > =1et ¢ (1) = (—2X + o — 2p)e”? = —3. Le systéme s'écrit A + g = e et 2X + p = 3. Il se
réduit en A + p = e et A = 2e%. Ainsi, yo : & —> (2 — z)e” ",

—2z

28.6 a) Soit yo I'unique solution du probleme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>+1 =0, dont les
solutions sont i et —i. Ainsi, ’ensemble des solutions & valeurs réelles de I’équation homogene est :

{x}—>)\cosm+usinx; (A, ) ERQ}.
11 existe donc (A, u) € R? tel que Yo : & —> Acosz + psinx.

Alors, 4o(0) =1 = X et y5(0) = 2 = p. Ainsi, yo : © — cosz + 2sinx.
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28.6 b) Soit yo 'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>+r+1=0. Les

. Lz . 4 . . 2im 1 . 3 - .
résultats sur les racines de 'unité assurent que les solutions de cette équation sont j = e 3 = —3 + 1% et j. Ainsi,

I’ensemble des solutions a valeurs réelles de I’équation homogene est :

{x»—>e_l/2 (z\cos\/gx —|—,usin\/2§x) 5 (A, ) ERQ}.

1 existe donc (X, 1) € R? tel que yo : @ — e */2 <>\ €08 —— + psin ——

2
Alors, y0(0) =1 = Xet y,(0) = —1 = —% + ?,u. Ainsi, yo : x —> e /2 (cos vz _ 1 sin 3x>

28.6 ¢)  Soit yo l'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>+2r+2=0. Le

discriminant réduit du trinéme vaut —1 et ses racines sont —1 —i et —1 + i. Ainsi, ’ensemble des solutions a valeurs
réelles de 1’équation homogeéne est {x — e "(Acos(z) + psin(z)) ; (A, pn) € ]RQ}. 1l existe donc (A, u) € R” tel que

Yo : x —> e “(Acos(x) + psin(z)).
Alors, y0(0) =0 = X et y5(0) = 1 = —\ + p. Ainsi, yo : © — e~ “ sin(x).

28.6 d) L’équation caractéristique associée est r®>—2r+5 = 0. Le discriminant réduit du trindme vaut —4 et ses racines
sont 1 —2i et 1+ 2i. Ainsi, ’ensemble des solutions de 1’équation homogene est {x — e’ (/\eziz + ue_mz) ; (A ) e (Cz}.
1l existe donc (X, i) € C? tel que yo : & —> " ()\emz + /Lefmz).

Alors, yo(0) =i =X+ p et yo(0) = —i = (A + p) + (20X — 2iy). Le systéme réduit s’écrit A 4+ p =i et 4i\ = 2 — 2i. Ainsi,
-1+ ieZix n 1+ ie—2ia:)
2 2 ’
En utilisant les formules d’Euler, cette solution peut également s’écrire yo : * — ie”(cos(2z) — sin(2x)).

ygzm»—>ez(
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IFiche n° 29. Séries numeériques|

Réponses

6
29.1 ¢) 242 29.3b)... 29.4 d)... _2_75\/52 29.7a). ...
1

....... 1

1 29.3 ¢) ... |Divergente 11
29.1d)....... 29.5a)............. 29.7b) ... 1

2 x 39 29.4 a)
a). i, 1
29.2a)............. [e] 12 29.5b)............ E 29.7¢)oninn.
2 - ¢ 2e3

29.2b)........ =3 294D)........ e—1| 295¢)......... m2)] 29.7d)..... 1)

Corrigés

29.1 a) La série est géométrique de raison 2 ¢ ] — 1, 1[, donc elle diverge.

+oo
1\F 1
29.1 b) La série est géométrique de raison = € | — 1, 1[, donc elle converge. De plus, Z (5) =7 1°- 2
k=0 T2
- g . 1
29.1 ¢) La série est géométrique de raison ﬁ €] —1,1], donc elle converge. De plus, on a :
“+oo k
1 1 2 2
Z NG 1 v2 = =2+V2
—~\V2 -2 V2-1 2-2
+oo k
- P . 1 1 1 3
29.1d) La série est géométrique de raison 3 €] —1, 1], donc elle converge. De plus, Z (g) = 1 =3 Donc :
k=0 3
oo oo 9 10
=1 ]1 1 3 1-(3) 3 1
Zﬁ_zyﬂ_z;ﬁ_ﬁ_ﬁ_ixgﬁ’
k=10 k=0 k=0 3
+oo —+oo “+oo
1 1 1 1 1 1 3 1
Autre solution, avec le changement d’indice j =k — 10 : Z 3% = Z 37710 = 310 Z 37 = 310 X 11 =3 X 310"
k=10 j=0 j=0 3
1k
29.2 a) On reconnait la série exponentielle Z o
k
ok too T ok 90 ol
29.2 b) On reconnait la série exponentielle Z R et on a Z o e?, donc Z =i 2 T e’ —3
k k=0 k=2
0
29.2¢c) Ona = 222 et on reconnait donc une série exponentielle.

194 Réponses et corrigés



2
; en général, si

29.3 a) Il s’agit d’une série de Riemann convergente, et vous savez peut-étre que sa somme est
o0 1
a > 1, on ne connait pas la valeur exacte de la somme Z T
k=1

Il s’agit d’une série de Riemann divergente

3 )

29.3 b)
29.3 ¢) La série harmonique diverge!
O L d la séri cométri d 11 De pl
29.4 a) na oop = 5> donc la série est géométrique de raison — € | — 1, 1] : elle converge. De plus
> () ==
4/ 1-1 3
+oo +oo k=0 !

Done 1 1 1 1 1
n — N - - - - —

’ 22k 4k 40 41 12

k=2 k=0
29.4Db) Ona e D —e7kel —e x Or la série géométrique de raison — € | — 1, 1 converge
e e
+oo +o0o +oo
1\* 1 e —(k-1) 1 e e
Deplus,Z(E) *1,;*6_71"10“‘126 =e P (e—lil)ie—l'
k=0 e k=1 k=0
ONR, 1
Autre solution : le changement d’indice j = k — 1 donne Z —=) = Z I = Z 1)J e e—il'
k=1 7=0
29.4 ¢) 1l s’agit d’une série géométrique de raison — et % €] [, donc la série converge. De plus
+o00 ik _if(i)k_s_i 1 i
Tho1 72 7 STl 1 49T
k=3 k=3 7
+oo . . .
—i(49+ 7 1-7
Enfin, en multipliant par I’expression conjuguée, on trouve ; 7; - = 41592 ++721) == 1
1 qui est de module 1 ]—1,1[. Ainsi
1-— i\/ﬁ’ 12 + \/52 \/g T ’

On reconnait une série géométrique de raison

la série converge. De plus

z:: 1*1\f 1—1\f ;<1—1\/§>
1 1 _(1+i\/§)4i 2—1_<1+iﬂ>4\/§+i

(1 71\/5)4 1= 1-iv2
1+i\/§>4_ —T-4iv2

3 81

En développant, on obtient (1 + i\/§)4 = —7 —4iV2, don (
—2 —5iv2

1 —T—4iVE VIt
Z(l_lﬁ)ki 81 X N 54
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29.5 a) Soit n € N* fixé. On remarque que Z ﬁ = Z(l — L) =1-
k=1 k=1

29.5 b) Soit n € N* fixé. On remarque que :

> wrmrra =3 oG )~ s 8
k3+3k2+2k- 2 k+1 k+2 T 2\n4+2 n+1 2) nostoo 4’

29.5 ¢) Soit n > 2 fixé. On remarque que :

n

Zm(lcgl“_l) - Zm(U(km) S (2In(k) = In(k + 1) — In(k — 1)) = In(2) - 1n<” : 1) = ().
k=2 k=2

k=2

29.5d) Soit n > 0 fixé. On remarque que, pour tout k :

(k+2)—(k+1) ) _ — arctan
arctan(1+(k+2)(k+1)> = arctan(k + 2) tan(k + 1).

1+ (k+2)(k+1)

Donc, Z arctan( (k+2)—(k+1) ) Xn:(arctan(k + 2) —arctan(k 4+ 1)) = arctan(n + 2) — arctan(l) —
k=0

29.6 a) La série diverge grossiérement.

_ 1 1
29.7a) On a k2 ka T ; la série Zkgk T est une série géométrique dérivée, de raison 3 €]—1,1[, et est

)
k
=1 1
donc convergente. Sa somme est Z ka T = W =4.
k=1 2

29.7 b) La série converge comme somme d’une série géométrique de raison 3 €] —1,1[ et d’une série géométrique

dérivée de méme raison, et :
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Réponses
30.18) i 41n(2) — 2 30.3 ¢) 1
BC) 3
30.1 b) !
I O L - 1
12]  304a) i (1, 2v/3(X — 5))
30.1C) . | 2sin(1) + cos(1) — 1
15
30.4b)............. (\/§X, (/o2 (4X2 - 9X + 4))
30.1d) . —(e?—1) 43
2 -1 -1
B0.2 8) . ou i B0.5 8) oo % .
30.2 D) ot -1 -1 2
B0.2C) ottt [0] R
1 305 D). =000
30.3 a) ...................................... 67\/5 2 0 4
1 9 —6 2
BD) — 1
30-3 b) 5V3|  830.5¢) i Z(6 -7 ¢
2 6 9
Corrigés

1
30.1 a) On calcule (f1, fo) = / 21n(1+¢) dt. Pour cela, on a le choix : premiére possibilité, faire une intégration par
0

parties ; seconde possibilité, utiliser une primitive connue de In (sur R} ) qui est ¢ — tInt — ¢ et on a alors besoin de
faire un changement de variable. Si on applique la seconde technique, on trouve :

=41In(2) — 2.

(f1, fo) :/0121n(1+t) :2/12111(75) ZQ[tln(t) —t]j

1 1
30.1d) On calcule / ele’dt = / e = %(e2 —1).
0 0
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30.2 ¢) Le calcul est inutile, il s’agit du produit scalaire entre une matrice symétrique et une matrice antisymétrique.

Ces deux matrices sont orthogonales donc le produit scalaire est nul.

30.3 a) Pour calculer la distance demandée, on va faire le calcul du projeté orthogonal pVect(LX)(XZ) de X? sur
Vect(1, X). Soit (a,b) € R*. On a :

(X? = (a+bX), 1) =0 {a——1/6

a+bX = pvect(1, (XQ)(:>
Vet (X2~ (a+bX), X) =0 b=1

Alors la distance cherchée est HX2 — (X — 1) H = L
6 615

30.3 b) Pour calculer la distance demandée, on va faire le calcul du projeté orthogonal pyec(1,x3)(X) de X sur
Vect(1, X*). Soit (a,b) € R®. On a :

) X —(a+bX?, 1)=0 =4/15
a+bX® = pyeci1,x3)(X) <= {< ( ) 1) = {a /

(X — (a+bX?), X* =0 b=14/15
. 4 14 _, 1
Alors 1 5 herchée est || X — [ — 4+ =X = —.
ors la distance cherchée est H (15 + 5 ) ’ 53

30.3 c) Pour calculer la distance demandée, on va faire le calcul du projeté orthogonal pyect(x,x2)(1+ Xz) de 1+ X2
sur Vect(X, X?). Soit (a,b) € R®. On a :
(1+X° = (aX +bX?), X)=0 a=4
aX +bX? = pyee 5 (14 X°) = —
Vect(X,X?2) <1+X2—(aX+bX2), X2>:0 b:_7/3

1
Alors la distance cherchée est Hl + X% (4X — %XQ) H = 3

30.4 a) 1l faut appliquer le processus de Gram-Schmidt.

30.4 b) 1l faut appliquer le processus de Gram-Schmidt.

1
30.5 a) Une base orthonormale (abrégé en BON) de Pt est u = —— (i + j + k). Donc la matrice dans la BON 2 de

V3
la projection orthogonale sur Pt est AAT ol A est la matrice de u dans la base 2 (car u est une BON de ’espace sur
lequel on projette et Z est une BON de 'espace). Donc la matrice dans la BON & de la projection orthogonale sur pt

1 1 1
est M = = ( 1 1 1 > . La matrice cherchée est Is — M.
1 1 1

1
30.5 b) Une base orthonormale de D est v = —(i + 2k) donc la matrice de la projection orthogonale sur D dans la

V5

1 0 2
base & est AA" ol A est la matrice de v dans la base & i.e. — (O 0 0) .
2 0 4

30.5 ¢) La symétrie o de I’énoncé vérifie 0 = id — 27 ol 7 est la projection orthogonale sur la droite dirigée par le

1 3 -1
vecteur i + 35 — k. Or la matrice P de 7 dans la base # est % ( 3 9 —3) . Donc la matrice cherchée est Iz — 2P.
-1 -3 1
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IFiche n° 31. Autour du groupe symeétrique]

Réponses
31.1 a) 123456 31.2Db) i (cba)| BL4b)....oooii..
S\4 1 3 2 6 5
31.2¢) i (72531) 3l4c) ... (12653)
1 23 456
31.1D).. (2 6 5 1 3 4> 31.2d) ... (acb) 3L4d)........ \(1674)(253)\
B12¢) i, @2154)] BLBa)
31l.1¢).. (1 2.3 45 6) 31.5 b)
643251 31.2f) ... (12753) R
| | B1.5C) ciniiiiiiii
12345 6 31.3a) [(174)(26810)(395)
31.14d).. (1 9 6 5 3 4> 31.5d) ...
31.30). [(1310606G0E9)]  gr5e.
311 123456
11 65 4 2 3 31.3¢) .o ((17)(24358)] 3156,
- (1 5 3 15 6) 31.3d) ... (12)(3 4) 31.6a) ..o
6 3215 4 313 ¢) . (146235 BL6b)
31.6C) civriiaiii 1
312&) ................... (ab) 3143) .......... (142)(5 6) )
31.6d) .o 1

Corrigés

31.1 a) Pour déterminer la permutation p_l, il suffit de lire de bas en haut la matrice représentant la permutation p.

1 2 3 4 5 6
4 1 3 2 6 5)°

Ainsi, la quatriéme colonne donne pfl(l) = 4, la premicre p71(2) =1, etc. Finalement, p~' = (

31.1d) Par définition, o(1) =4 et p(4) = 1, ainsi po(1) = p(c(1))

Il
=
N
N
I
=
©)
=]
ke]
=
o
o
(¢4
(oW
)
o
(@]
g
o>
=]
@
o
o
=1
=
o
n
o
=
+
~
@
n

. (1 2 3 4 5 6
images et finalement po = (1 9 6 5 3 4>.

31.1f) D’aprés b), 0~ '(1) = 2 et, d’aprés e), op(2) = 6, ainsi opo~ ' (1) = 6. On procéde de méme pour les autres

images et finalement opo ™' = 1 2 3 4 5 6 .
6 3 2 1 5 4

31.2b) Pour inverser un cycle, il suffit de le parcourir dans Pautre sens. Ainsi (a b ¢)™' = (¢ b a).
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31.2d) Notons o = (abec). Ona o(a) =bet o(b) = ¢, dott 0°(a) = c. On obtient de méme ¢>(c) = b et o*(b) = a.
Finalement, (a b ¢)*> = (a ¢ b).

Remarquons que (a b ¢)®> = (a b ¢)™", ce qui était prévisible dans la mesure oti le 3-cycle (a b ¢) vérifie (a b ¢)® = id.
31.2¢) Notons o =(2451). Ona o(2) =4, 0(4) =5 et o(5) = 1, ains 6°(2) = 1. On obtient de la méme fagon
o®(1) =5, 0°(5) =4 et °(4) = 2. Au total, (245 1)° = (215 4).

. . R -1
On pourrait aussi remarquer que o est un 4-cycle, ainsi ¢° = ¢~ ~ et on a donc :

(2451)°=(2451)""'=(1542)=(2154).

31.2 f) Puisque (1523 7) est un 5-cycle, ona (1523 7)** =(15237)", avec 7 le reste de la division euclidienne
de 42 par 5, & savoir 2. Ainsi (1523 7)* =(15237)>*=(127523).

31.3 a) Notons o la permutation considérée et partons de ’élément 1. On a (1) =7, 0(7) =4 et 0(4) =1, d’ott un

premier cycle (1 7 4). On procéde de méme & partir d’un élément de {1,...,10}\ {1,4, 7}, par exemple 2, pour lequel on
ao(2)=6,0(6) =8, 0(8) =10 et 0(10) = 2, d’ott un deuxiéme cycle (2 6 8 10). On continue & partir d’un élément de
{1,...,10}\ {1,2,4,6,7,8,10}, par exemple 3, pour lequel on a (3) =9, 0(9) =5 et o(5) = 3, d’olt un troisiéme cycle
(39 5). La réunion des supports de ces trois cycles étant {1,...,10}, la décomposition est terminée :

1234567 8 9 10
< 6 0 1 3 8 4 10 3 2>_(174)(26810)(395).

Rappelons que (1 74)(26810)(395)=(174)(395)(26810)=(26810)(395)(174)=...
Bref, les cycles a supports disjoints commutent entre eux.

31.3 b) Notons o la permutation considérée et procédons comme & la question précédente. On a o(1) = 3, o(3) = 10,
0(10) =6, 0(6) = 4 et 0(4) = 1, d’olt un premier cycle (1 3 10 6 4). Ensuite 0(2) = 2 et le cycle (2) est donc omis. On a
enfin o(5) =7 et 0(7) =5, d’out la transposition (5 7), et 0(8) =9 et 0(9) = 8, d’ou la transposition (8 9). En résumé :

1 2 3 45 6 7 8 9 10
< L7 45 0 8 >—(131064)(57)(89).

31.3c) Notonsp=(1352),0=(2417)et7=(58).0napor(l)=po(l)=p(7) ="Tet por(7) = po(7) = p(2) =1,

d’olt une premiére transposition (1 7). Par ailleurs, po7(2) = po(2) = p(4) = 4 et on obtient de méme por(4) = 3,
pot(3) = 5, por(5) = 8 et po7(8) = 2, d’ott le cycle (2 4 3 5 8). Enfin po7(6) = 6 et le cycle (6) est donc omis. En
résumé :

(1352)(2417)(58)=(17)(24358).

1 2 3 4 5 6
a_(2 L s 16 5>_(124)(56).

Ainsi o*" = (1 2 4)*(5 6)* = (1 2 4)*(5 6)' = (1 4 2)(5 6), dans la mesure ot les permutations (1 2 4) et (5 6)
commutent et sont respectivement un 3-cycle et un 2-cycle (47 = 23] et 47 = 1[2]).
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31.4b) On procéde comme & la question précédente :

168
(1 i i g ? g 7) = (165273 4)'® =idoidoid = id.

31.4¢) On procede toujours de la méme fagon :

168
(1 g 3 j ‘;’ g 7> =(16325)'%=(16325>=(12653).

31.5 ¢) Puisque la signature est un morphisme de groupe & valeurs dans {£1}, une permutation et son inverse ont

méme signature, ainsi 6((1 532 4)_1) =¢((15324)) =1, d’apres la question précédente.

31.5f) Ona 5(((1 3)(267)(4731 2))64) = (e((13)(26 7)(4 731 2)))% =1, puisque I'exposant 64 est pair.

31.6 b

2

/N
N
- =
D N
o W
—
w ot
co O
INOEN
—_
OOO
[ JiNe}
—
[an)
~~_
~__
I
™
—
—
—
EN|
=~
=
—~
[N}
D
0]
—
(e
=
—~
w
©
ot
=
=
I
—
|
—
N2
w
|
-
—
|
—
N
S
|
—
—
|
—
N
w
|
N
I

|
—

) De la méme fagon :

5(<é ; 130 ‘f ? 2 g S ‘Z 160)>:5((131064)(57)(89)):(—1)5_1(—1)(—1):1.

=e((137105824)(69)) = (—1)*"(-1)=1.
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321 d) 32.3a) i
32.2a) 32.3b) ... —40
32.2Db) 9n(2) | 32.3¢)...ii
32.48) ..
Corrigés

.‘w3+y3+z3—3xyz‘

....... —61n*(a)

32.3 b) Deux permutations de colonnes, C2 <> Cp puis C3 <> Ca, raménent ce déterminant & celui d’une matrice

triangulaire supérieure, dont le déterminant vaut —2 x 5 x 4 = —40.

32.5d) Les opérations sur les colonnes Cy <— Cy — Ci et C3 < C3 — Cy rameénent au calcul du déterminant de la

T 1 2
matrice | z+1 1 2], lui-méme nul.
z+2 1 2
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Réponses

{(z,y) eR* |z —1<y<z+1}

’]O, +oo[ x [O,+oo[‘

{(z,y) e R?* [y = 0}\{(0,0)}

of

ox

(0,1) = 2ycos(2ey ) et 5 (0,3) = (20 ~ 1) cos(2ay — )

of

ox

(x,y) = (2zy,2z) et

(o) = @ -2)

(I7y) = 1

—— ¢t
+ (22 + y)? ¢

2 1

1+ (2z 4 y)?

of

ox

(z,y) = —sin(z — y) et

of e
3y (z,y) = sin(z — y)

o

(x,y) = cos(e™) — zy sin(e™)

0 ,
e et 2 —2?%sin(e”?) ™Y

Dy (x,y) =

ox

(z,y) =ya¥ ' et @(I,y) =aYInz

of

ox

etﬁ

0y

(m,y) = {

(z,y

vy —2?)

i S @) £ 0.0
0

sinon

si (z,y) # (0,0)

sinon

2% + 2)?
0

223y
):{(

| —72cos(4t) — 46sin(4t) |

oy = LOf
20z

(

u+v v—u
2

10f

2¢ Jy

u+v v—1u
2 7 2

)z, (%)

2c

_Llof
T 20x

(

u+v v—u
2 )

u—+v
2 )

10f
2¢ Oy

v—u
2c

2c

)raa, (5 w)

Réponses et corrigés

203



9(f o) _ . 0f : _Of .
335 Db) i 5 (r,0) = cosﬁax (rcosf,rsinf) + sm@ay (rcosf,rsin @)
I(f o) _ o aOf . of .
33.5D) i T(r,@) = rsm@a(rcose,rsm@ +rcos€a—y(r0089,rsm9)
Corrigés

33.2 b) Calculons ?(a}, y). Soit y € R. La premiere application partielle fy : ¢ — sin(2ty — y) est dérivable sur R, et
x

7]
fy : t = 2ycos(2ty — y). On obtient a—f(x, y) = fy(z) = 2y cos(2zy — y) en évaluant en ¢ = x.
T
ty2
$2 + y2 :

33.3d) Calculons ? On fixe a = (z,y) € R?. Sia # (0,0) alors la premiére application partielle en a est ¢ —
T
22 402 — 22 20,2 2
v +y) -ty t’d,oﬁgj(a):y(y )
x

(12 + 42)2 (22 + y2)2
a = (0,0). On calcule & la main le taux d’accroissement :

Sa dérivée est t +— en évaluant en ¢ = x. Reste & traiter le cas ou

z-02
_ 5= -0
Vo € R*, f(x70) f(070) — 2402 _ 2 -0
xz—0 T x3
Donc g(o, 0) = lim w — lim 0 = 0.
ox z—0 xz—0 z—0

. . of
On procede de méme pour 5
Y

33.4a) On pourrait simplement dériver w : ¢ — 4(sint)® 4+ 3(cost)?, mais ce n’est pas I'idée de la fiche. La régle de

la chaine donne : %(u(t), v(t))%(t) + ), v(t))%

(t) = 8sintcost + 6cost(—sint) = 2sintcost = sin(2t).

\ - o), ,_of 91 of 92 i
33.5 a) La regle de la chaine donne E (u,v) = E (p(u,v)) D (u,v)+ 3y (¢(u,v)) (u,v), avec les notations
+v

u v—Uu
pr(u,0) = 1 et pa(u,v) =

2c
Remarque : c’est le changement de variables utilisé pour résoudre I’équation des ondes. En physique, on note abusivement
T =1 ety = pa.
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