XXVIIl Séries numériques

2 aolit 2024

Table des matieres

1 Prolégomenes 1
2 Séries a termes réels positifs 3
3 Comparaison série-intégrale 5
4 Séries absolument convergentes 6
5 Familles sommables 8

5.1 Familles sommables de réels positifs . . . . . . . . . ... L 9

5.2 Familles sommables de nombres complexes . . . . . . . . .. ... L. 12

6 Annexe : compléments 16



Dans tout ce chapitre, K désigne le corps R ou
C, et (un)neN, (Vn)nen €t (Wn)nen sont des suites
a valeurs dans K.

1 Prolégomeénes

Définition 1.1.
A toute suite (un)ney € KN on associe la suite
(Sn)nen définie par

YneN, S, = Zuk
k=0

— Cette suite (S),) est appelée série de terme
général u,. On la note Z Uy OU Z Up. L’in-
n=0
dice n est bien entendu muet.

— Lorsque la suite (u,,) n’est définie qu’a partir
d’un certain rang ng, la série de terme géné-

n
ral u, est définie par la suite 5,, = Z U,
k=ng
pour tout n > ng. Elle est notée Z U -

nzng
— Le terme d’indice n de la suite (S,,) s’appelle

la somme partielle d’indice (ou d’ordre) n,
ou n¢ somme partielle de la série Z Uy -

— On dit que la série Zun converge si la
suite (Sy,) converge. Dans ce cas la limite de
(Sn) est appelée somme de la série Zun

+o00

et notée E Uy -
n=0
Dans le cas contraire on dit que la série

diverge.

— La nature d’une série est sa convergence
ou sa divergence. Deux séries sont dites de
méme nature si elles sont toutes les deux
convergentes ou toutes les deux divergentes.

Remarque 1.2.

Une série n’est donc qu’une suite, et on peut
donc lui appliquer tous les résultats connus sur
les suites. Réciproquement, toute suite est une
série (cf. 1.9).

Remarque 1.3.
Si (uy) est complexe, notons (a,) sa partie réelle
et (b,) sa partie imaginaire. Alors, en vertu du
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cours sur les suites, E uy,, converge si et seulement

si Zan et an convergent, et dans le cas de
“+oo

“+o00 —+00
convergence, Z Up = Z ap + 1 Z by
n=0 n=0

n=0

Exemple 1.4 (Séries arithmétiques).
Les séries de la forme Z na, avec a € C, ne sont
convergentes que si a = 0.

Dans tous les cas la somme partielle S, vaut

n(n+1)
a——T-)

2

Définition 1.5.
Soit Z Uy une série convergente, alors pour tout

n=0
n € N, la série Zuk converge également. Sa
k>n
+oo
somme R, = Z uy, est appelée reste d’ordre
k=n+1

(ou d’indice) n de la série Zun
De plus, pour tout n € N, on a

n “+oo “+o00
Doukt D k= uk,
k=0 k=n+1 k=0

soit, en notant S,, la somme partielle d’ordre n et
R,, le reste d’ordre n,

+o0
Sn+ R, = Z U -
k=0

Démonstration.
Soit n € Net N > n. Alors,

N N n
E uk:E ukfg uk:SN*Sn.
k=0 k=0

k=n+1
+oo
Comme (Sn) converge vers Z Uy, alors Z U, converge
k=0 k>nt1
et sa somme est donc
400 +oo
Z U = Zuk — Sh.
k=n+1 k=0

Exemple 1.6 (Séries géométriques).

Les séries de la forme E 2", avec z € C, sont

convergentes si et seulement si |z| < 1. Dans tous



1 — il
les cas la somme partielle S, vaut —— si

1—-=2
z#1l,etn+1siz=1.
Si |z] < 1, alors la somme de la série est

+oo
Zz": 1 )
or 1—=z2

Le reste de la série est

—+o00
Ra= 3 -
k=n+1

Zn—}—l
1—2"

Remarque 1.7.
Soit Zun une série convergente, dont on note

S, et R, les restes & 'ordre n.
“+00

Alors Zun = Sn +Rn et Rn m 0.

n=
En particulier, si |R,| < €, on peut dire que S,
+oo
est une approximation de Z Uy & € Pres.

n=0

Proposition 1.8.
Deux séries dont les termes généraux sont égaux
a partir d’un certain rang ont méme nature.

Démonstration.
Soient (u,) et (v,) deux suites égales & partir du rang N.

On note S, = iuk et S, = ka.

k=0 k=0
Alors pour tout n > N, S, = S;, + (Sxv — Si)- O

Proposition 1.9 (Lien suite-série).
L’application

KN — KN

L U — 52(2%)
k=0

est un automorphisme d’espaces vectoriels.

Sa réciproque est I'application ¢! : KN — KN,
ot pour tout S € KN, u = ¢~1(9) est la suite
définie par

neN

ug = Sp et Vn € N*, u,, =5, — S 1.

Démonstration.
La linéarité de ¢ est facile a vérifier. Il est également aisé
de montrer que p o) = o =Id. O
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Remarque 1.10.
En posant S_; = 0, on peut écrire que, pour tout
n €N,

Sn = Zuk = ZSk—Sk,l.
k=0 k=0

Toute série peut donc étre vue comme une série
télescopique.

Proposition 1.11 (Séries télescopiques).
La suite (u,) et la série Z(Un+1 — uy,) ont méme
nature.

Dans le cas de convergence,

+oo
Up — Uy ——— U — Unp.
m 0 s Z% n+1 n

Démonstration.
Nous savons déja que les suites (un)nen €t (Un+1)nen ont
méme nature.

De plus la somme partielle d’indice n de la série
Z(U"H — Up) vaut un4+1 — up par sommation télesco-
pique. Elle est donc égale au terme u,+1, & une constante
pres, et a donc la méme nature que la suite (un+1)nen-

Dans le cas de convergence, il reste a passer a la limite
N

dans la relation E (Un+1 — Un) = UN4+1 — Uo. O
n=0

Exemple 1.12.

1
La série Z ﬁ converge. En effet pour
n

n>0n 1 1
tout n e N, — = — —
nin+1) n
1

() converge.
/) n>0

Nous pouvons méme aller plus loin
+00 1

" 1
27:1—7d0nc27:1-
= k(k+1) n+1 = nn+1)

T et la suite

On voit aussi que le reste d’ordre n vaut .
n+1

Exercice 1.13.
(n+1)—n

14+n(n+1)

Z arctan ———— converge et calculer sa
1+n+n?

somme.

En simplifiant montrer que



Proposition 1.14 (Linéarité de la somme).
L’ensemble des suites dont la série est convergente,
muni des lois + et -, forme un K-espace vectoriel
et 'application qui a une telle suite associe la
somme de sa série est linéaire.

Démonstration.
Elémentaire, d’apres les résultats sur les suites. O

Finissons par le résultat principal de cette pre-
miere partie

Théoréme 1.15 (Divergence grossiere). (i) Si

la série g Uy, converge, alors u,, — 0.
n—-4o00

(ii) Si la suite (uy) ne tend pas vers 0, on dit
que la série Zun diverge grossiérement.

Démonstration. (i) Supposons que la série Z Un,
converge. Puisque pour tout n > 0, up, = S, — Sn—1,
alors u,, est la différence des termes généraux de deux
suites convergeant vers la méme limite. La suite (un)
tend donc vers 0.

(ii) C’est la contraposée du premier point.

O

Exemple 1.16.
La série Zcosn diverge grossierement. En ef-

fet, en supposant que cosn —— 0, la relation
n—-+o0o

cos(2n) = 2cos?>n — 1 donne une contradiction.

Remarque 1.17 (A)

La réciproque du premier point du théoréme 1.15
est fausse. On peut citer en exemple la série har-

. 1 .
monique Z —, qui sera revue plus tard.
n>1
Donnons également 'exemple de la suite u,, =

1 ,
In(n+2)—In(n+1)=1In <1 + ) Evidem-
n+1

ment, u, — 0.
n——+oo
n

Mais Z ur = In(n + 2), par sommation téles-
k=0
copique. La série Zun diverge donc.

Concluons sur un dernier exemple, fondamen-
tal.
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Proposition 1.18 (série exponentielle).
n

z
Pour tout z € C, Z — converge et

n=>0
+00 _n
z
Z __
e = E T/L'
n=0

Démonstration.
Soit z € C, soit f : t — e, que 'on définit sur R. Alors,
f est de classe €°° sur R et pour tout n € N :

FO s 2me

Alors, par I'inégalité de Taylor-Lagrange entre 0 et 1, pour
NeN :

N
n
=D
e? — Z
n!

n=0

1N+1

NCESA LA

|tel0,1]}.

Or, si 0 < t < 1, en écrivant sous forme algébrique z =
a+ b, on a

’ZN+letz _ |Z|N+l’etaeitb _ ‘2‘N+leta < |Z|N+l

Ainsi,

- (M

SN max(1,e“)

N
n
=D
e — Z
n!

n=0

: oo (2D
Par croissances comparées, -——F+ —
permet de conclure. O

0, ce qui

2 Séries a termes réels positifs

Etudions maintenant le cas particulier ol tous
les termes d’une série sont des réels positifs ou
nuls. La propriété fondamentale est dans ce cas
la suivante.

Proposition 2.1.
Soit (un) une suite & valeurs positives et S, =

n
Z ug. Alors la suite (.5,,) est croissante.
k=0

Démonstration.
Tout simplement, S,+1 — Sn = Un+t1 = 0. O

Remarque 2.2.
Attention, une série peut ne pas étre a terme
positifs mais avoir toutes ses sommes partielles
positives, comme la série Z(—l)”.

n=0

max(1,e“).



Proposition 2.3.
Une série a termes positifs converge si et seulement
si la suite de ses sommes partielles est majorée.

Démonstration.

La suite des sommes partielles est croissante. Elle est donc
convergente si et seulement si elle est majorée, comme
conséquence directe du théoréme de la limite monotone.

O

Proposition 2.4.
Soient (uy) et (vy) deux suites réelles telles que
pour tout n € N, 0 < uy,, < vy

(i) Si > v converge, alors Y u,, également et
+0o0 +o0o
0< Z Uy < Z Un-
n=0 n=0
(ii) Si Z uy, diverge, alors Zvn également.

Démonstration.
Il suffit de remarquer que si (S,,) est la suite des sommes

partielles de Z Uy, et (Sy,) celle de Z Un, alors 0 < 5, <
S/

(i) (S,,) converge, donc est majorée, donc (S,) est éga-

lement majorée, et comme elle est croissante, elle

converge également. Il reste alors a passer a la limite
dans la relation 0 < S, < S5,.

(ii) c’est le théoréme de minoration.

Remarque 2.5.

Si la relation 0 < u,, < v, n’est vérifiée qu’a partir
d’un certain rang, le résultat du théoréeme 2.4 est
valable, & ceci preés que dans le point (i) on ne

+oo +oo
peut pas conclure que 0 < Z Up < Z Up, Mais
n=0 n=0

+o00 +oo
seulement 0 < Z Up < Z U,
n=N n=N

Exemple 2.6.
1
Z W converge et
n

00 1
1<) ——— <2
= (n+1)

1
En effet, pour tout n > 0, 0 < —= <

(n+1)?
1 =
——, donc 0 < — < 1 car
n(n+1) L1y
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+oo 1

Z m = 1. Puisque pour n = 0,
n=1

m = 1, 11 vient le résultat.

Corollaire 2.7.
Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles positives,
(vp,) ne s’annulant pas a partir d’un certain rang.
(i) Siu, = O(vy,), alors la convergence de Z Un
entraine celle de Z U, -

(ii) Siuy, = o(vy,), alors la convergence de Z Un
entraine celle de Z U -

(iii) Si uy ~ v, (donc (uy) ne s’annule pas & par-
tir d’un certain rang), alors Zvn et Zun
sont de méme nature.

. . . Un . . /
Démonstration. (i) — est bornée par un certain réel

Un
M > 0, donc a partir d’un certain rang, 0 < u, <
Mu,, car (un) et (vy) sont positives. On conclut donc
avec 2.4.

(ii) si un = o(vy), alors en particulier u, = O(v,,).

(iii) si un ~ vn, alors u, = O(vy) et vy, = O(uy).

Exemple 2.8.

2n on’

les séries géométriques, E sin () converge.
2n

1 1
Puisque sin <> ~ — d’apres le résultat sur

Pour pouvoir utiliser le dernier corollaire, nous
avons besoin de « séries étalon », dont la nature est
bien connue, et auxquelles on compare les séries a
étudier. Les quelques exemples déja étudiés font
partie de ces séries de référence standard, mais la
famille de séries la plus utilisée est celle des séries
de Riemann, dont font partie la série harmonique

et la Série Z (_'_71)2
n

Théoréme 2.9.

Soit « € R. La série Z — converge si et seule-
n=>1 e
ment si o > 1.

Démonstration. 1
Si @ = 1, remarquons que — ~ In(n + 1) — Inn. Donc
n



1
— est de mé t 1 1) -1 i
Z — est de méme nature que Z( n(n+1) —Inn), qui
n=1 nz1
elle-méme est de méme nature que la suite (Inn) d’aprés
1.11, d’ou la divergence.

Sia#l,%w 1<1 L )(ef—

n a—1\n>1 (n+41)-1

fectuer un développement asymptotique de — —
ne-

W ou appliquer I'inégalité des accroissements finis
" =

1 1
Ax — x'7%). La série de terme général —
nafl ('I’L + 1)&*1

1
ﬁ), d’ou le résultat.
oy

est de méme nature que la suite (
On peut aussi remarquer que si a < 0, la divergence est
1

N . . 1
grossicre, et si 0 < a < 1, la série diverge car — > —. [J
n n

Le résultat classique suivant est une application
directe de 2.7 et 2.9

Corollaire 2.10 (Regle n%uy,).
Soient (u,) une suite réelle positive et o € R.

(i) S’ existe a > 1 telle que n®u, —— 0,
n—-+00

alors E Uy, CONVErge.

(if) S’il existe o < 1 telle que n®u,, — 400,
n—+oo

alors Zun diverge.

(iii) Si la suite (n%u,) converge vers une limite
non nulle, la série E Uy, converge si et seule-
ment si o > 1.

Démonstration. (i) si n“u, —— 0 alors u, =
n—-+oo

1 1
—), tE — .
0(1’],“) € no converge
1

ey s o 1
(ii) si n%up —— 400 alors — = o (un), et —
n— 400 ne ne
diverge.

(iii) si la suite n%u, ——— ¢ avec £ € R%, Zun et

n—-+oo
1 .
E — ont méme nature.
na
O

Exemple 2.11 (Séries de Bertrand).
Soient «, S € R. On considéere la série

Z (Inn)Pne’

n=2

e Si a > 1 il existe v €]l,a] et
1

n’ 0 par croissances comparées,

(Inn)Pn® n—too
car o — 7 > 0. Ainsi la série converge.
e Si a < 1 il existe v €la,1] et
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1
(Inn)Pn® n—too
parées, car a« — v < 0. Ainsi la série diverge.
eSia=1 :si <0, le terme général est plus

400 par croissances com-

grand que —, donc la série diverge. Nous traite-
n

rons le cas > 0 en 3.3.
3 Comparaison série-intégrale

Proposition 3.1.

Soit f : Ry — R, une fonction continue par
morceaux et décroissante.

Alors la série Z f(n) converge si et seulement si

n
la suite ( / f() dt) est convergente.
0

n
De plus la suite définie par u, = Z flk) —
k=0

/ f(t)dt converge.
0

Démonstration.
Soit k € N. Par décroissance de f, on a :

Ve [k k+1], 0< f(k+1) < £(2) < F(R).

Puis, par intégration de cet encadrement sur [k, k + 1] :

k+1

0< f(k+1) </ Ft)dt < f(k) ()
k
et par sommation, pour n > 1 :
0<Y flk+1)< / Fyde < f(k)
k=0 0 k=0
Oou encore
0< Y 1= 10 < [ <3 m - o).
k=0 0 k=0

Or les suites (Z f(k:)) et (/n f(t) dt) sont
k=0 neN 0 neN

croissantes, et ont donc la méme nature. De plus, il vient
0< f(n) <> flk) 7/ F(t)dt, soit 0 < uy,. Ainsi (u,)
k=0 0

est minorée. Enfin, on a

n+1
un+1—un:f(n+1)—/ f(t)dt <0.

n

La suite (un) est donc décroissante et minorée et converge
donc. O



Remarque 3.2.

L’encadrement 1 est a rapprocher de la méthode
des rectangles, vue dans le chapitre sur I'intégra-
tion.

o 1 2 3 4 5 6

FIGURE 1 — Exemple de comparaison série-
intégrale pour une fonction f décrois-
sante, positive.

Exemple 3.3.
Achevons I’étude des séries de Bertrand commen-
cée en 2.11.

Si B > 0, considérons I'application f : t —

—— . Elle est continue et décroissante sur
t(lnt)B
2, +oo[

= 1, une primitive de f est F' : ¢ — In(Int)
et/ f(t)ydt = F(n) — F(2). Or F(n) ——

n—+00
400 donc la série diverge.

Par comparaison, la série diverge également si
0<p<l.
Si g8 > une primitive de f est

Foope MO0 /f t)dt = F(n) — F(2).

Or F(n) 4> 0 car 1 — f < 0, donc la série
n—+00
converge.

Exercice 3.4.
Redémontrer le résultat 2.9 en utilisant 3.1.

Exemple 3.5.
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1
x — ——. On sait alors que la suite

O :
n pose f Tz
n-1 n—1
de terme général u, = » _ f(k) — / f(t)dt =
0

k=0
1
1+ -+ -+...4+— —Inn converge, vers une limite

2 3
notée v et nommée constante d’Fuler.

Exemple 3.6.

L’encadrement (2) permet d’avoir une estima-
tion du reste d’une série convergente de la forme
Z f(n) avec f décroissante.

Par exemple, soit f :

1 1 Noar Mo N-1 gt
_7:/ 7<27</ i
n+l N Jop 82 T 4m? Ty 8

1
T . Alors
T

et en passant a la limite quand N — +oo,

—+00
1 gZigl_
n+1 an? n

+00
Si 'on veut une approximation de Z — a 1073

n=1
pres, il suffit donc de choisir n = 1000 et de
1000 ¢

calculer Z —-
n

n=1
Exercice 3.7.
On peut obtenir une approximation de cette
somme en calculant seulement la somme d’une
trentaine de termes. Comment ?

4 Séries absolument convergentes

Revenons a des séries a termes quelconques
dans K. Nous allons étudier une convergence plus
restreinte que la convergence définie en 1.1 : la
convergence absolue.

Définition 4.1.
On dit que la série Zun est absolument conver-

gente si la série a termes positifs E |up| converge.



Exemple 4.2.

: 2"
Si z € C, alors Z — converge absolument.
n>0 """

Proposition 4.3.
Toute série absolument convergente est conver-
gente.

Démonstration.

Commencons par établir le résultat pour des suites & va-
leurs réelles. Pour cela, définissons pour une suite (uy) les
deux suites (u,, ) et (u;) définies par : u;} = max(un,0)
et u,, = max(—un,0). Nous avons alors

+ 0 siup <0
u, = .
n |un|  siun >0

- 0 siup >0
Un = |un|  siup <0
0 < uy < |un (3)
0 < up < fun| (4)
Un = ’U/j; - u:z, (5)

[un] = uf + -
De (3) et (4) on tire que Z u) et Z u,, sont convergentes
car Z |un| est convergente.

De (5) on tire que Z un est convergente.

Etendons maintenant ce résultat au cas d’une suite (un)
a valeurs complexes absolument convergente. Pour tout

n,on a 0 < |Reun| < |un|, or la série E |un| converge,
donc la série E |Reur| est convergente, donc E Reu,
est absolument convergente, donc convergente d’apres le
premier point. De méme E Im u,, converge. Donc g Un,

converge. ™

A La réciproque est fausse. Soit par
(="

n

exemple la suite de terme général u, =

-1 n+1 —_1)"
L = Up — Unt1, AVEC Up = ! La série
n+1 n

Zun est donc de méme nature que la suite (vy,),
elle converge donc.

1 1
Mais |u,| = — +

2

~ —, donc Uy n’est
n+1 n Z "

pas absolument convergente. On dit qu’une telle
suite, convergente mais pas absolument, est semi-
convergente. L’étude de telles suites est souvent

délicate !
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Corollaire 4.4.

Soit (uy) une suite complexe et (v,) une suite a
termes positifs telles que |u,| = O(vy,). Alors si
Zvn converge, Zun également.

Démonstration.
Par comparaison de séries a termes positifs, E Un

converge absolument, donc converge. O

Remarque 4.5.
Une série a termes de signe constant converge
absolument si et seulement si elle converge.

Proposition 4.6.

L’ensemble des séries absolument convergentes est
un sous-espace vectoriel de I’ensemble des séries
convergentes.

Démonstration.
Elémentaire par I’inégalité triangulaire. O

Proposition 4.7.
Soit > u, une série absolument convergente. Alors

+o0 +o0
n=0 n=0

Démonstration.
Soit N € N, alors, par l'inégalité triangulaire,

N N “+oo
> | < 3ol < 3
n=0 n=0 n=0

On conclut par passage a la limite en N. O

Un exemple important est celui de la série ex-
ponentielle.

Théoréme 4.8. n

z
Pour tout z € C, la série Z — converge absolu-

n>0 "
ment.
Démonstration.
E —|= E 7> qui est une série exponentielle, donc
n! n!
n=0 n>=0

converge. ™



Les séries convergeant mais ne convergeant
pas absolument sont appelées séries semi-
convergentes. Leur étude est délicate, deux ou-
tils principaux étant souvent utilisés : le critere
spécial des séries alternées (cf. infra) et la trans-
formation d’Abel (voir la feuille de TD).

Théoréme 4.9 (critére spécial des séries alter-
nées, ou CSSA).
Soit (uy) une suite de réels positifs, décroissante
et convergeant vers 0.
Alors, Z(—l)"un converge.
n=0
De plus, en notant R, le reste d’ordre n de la

série et S, sa somme partielle d’ordre n, alors
pour tout n € N
+oo

. S2n+1 < Z(_l)nun < Son,
n=0

. R, <0 sin est pair,

—_

W N

. R, > 0 si n est impair,

W

. |Rn| < Upt1

Démonstration.
Notons S,, la somme partielle d’ordre n de cette série. Il
suffit de montrer que (S2r,) et (S2n+1) sont adjacentes, pour
obtenir qu’elles convergent vers une méme limite et donc
que (S,) converge, c’est-a-dire que Z(fl)"un converge.
n=0
Tout ceci est élémentaire. Considérons n € N.
— Song1 — Son = —U2png1 — 0.

n—-+oo
— Song2 — Son = U2nt2 — U2n+1 < 0 par décroissance
de (un), donc (S2n) est décroissante.
— Sont3—San4+1 = U2nt+2—U2n+3 = 0 par décroissance
de (un), donc (San+1) est croissante.
Ainsi, (S2,) et (S2n+1) sont adjacentes.
Par adjacence de ces suites, on a donc pour tout n € N :

—+o0
S2n+1 < Z(_l)nun g SQn-

n=0
On obtient donc immédiatement que

“+ oo
Ro, = Z(_l)nun — 52, <0
n=0
—+oo
Z(*l)”“n — Soni1 20

n=0

Rony1 =

On a aussi immédiatement

—+oo
0< —Ran = Son — Z(_l)nun < Sop — 32n+1 = U2n+1
n=0
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et de méme, par I’encadrement,

+o0
Sony1 < Z(—l)"un < Sanga,
n=0
on a
+oo
0< Rony1 = Z(_l)nun_s2n+1 < Sont2—S2n+1 = Uzni2.
n=0

On a donc pour tout n € N, par disjonction de cas sur la
parité de n :

|Rn|<un+1~
O
Remarque 4.10.
Comme S7 = wug — up < 0, on a alors
+oo
> (=1)™uy > 0.
n=0

Remarque 4.11.

Le critere spécial des séries alternées est parfois

formulé de la maniére suivante : si (Juy|) est

décroissante, si |u,| — 0 et si (uy) est a
n—-+00

signes alternées (i.e. pour tout n € N, upup+1 <
0), alors Z uy, converge. On a alors la majoration

n=0
+oo
|R,| < |upl, et T'on sait aussi que Z up est du
n=0

méme signe que uyg.
Exercice 4.12.
(="
Montrer que Z ——— converge, et donner une
n>1
valeur approchée rationnelle & 1072 prés de la
somme de cette série.

5 Familles sommables

Nous allons maintenant nous intéresser a des
situations ou ’on somme des familles de nombres
qui ne sont pas indicées par N (par exemple, on
peut vouloir sommer des familles de nombres in-
dicées par Z, par Q ou par N2).

En pratique, 'ensemble d’indices ne peut pas
étre trop gros (on peut supposer qu'il est au plus
dénombrable), vous étudierez cela plus en détail
I’année prochaine.

Dans toute cette partie, I désigne un ensemble
quelconque, non vide.



5.1 Familles sommables de réels positifs

Commencons par étudier les processus somma-
toires de nombres positifs (en se permettant de
sommer aussi +00). La positivité de ces nombres
permet de s’affranchir de bon nombres de précau-
tions, et de donner un sens tres large a la notion
de somme.

Notation 5.1.
On note R = R} U {+00}, que 'on pourra aussi
noter [0, +0o0].

On se placera dans cette partie dans la droite
numérique achevée R = RU {400, —00}, avec son
ordre usuel et les conventions de calcul habituelles.

Exemple 5.2.
Si A C R est une partie non vide et non majorée,
on se permettra de plus d’écrire sup(A) = +o0.

Dans toute cette sous-partie, (u;);c; est une
famille d’éléments de R, indicée par I.

Remarque 5.3.
On se permet donc d’avoir un ¢ € I vérifiant
U; = +00.

Définition 5.4 (somme). B
On appelle somme de la famille (u;);e; € (Ry)!
I'élément de R, défini par

Zui:sup{zui

el el

FCIt.q.Festﬁni}.

Exemple 5.5.

On a
na )
(i,5)€(N*)?
En effet, si pour n € N*, si 'on considére F,, =
{(i,1) |1 <i<n}, quiest bien une partie finie
de (N*)2, alors

— = +0o0.

Ainsi,

sup{ S

ieF

F C (N*)? t.q. F est ﬁni} = 4o0.

XXVIII - SERIES NUMERIQUES

Remarque 5.6.
On a donc toujours, pour toute F' C [ finie,

Zui < Zuz

el el

Définition 5.7 (famille sommable).
Une famille (u;)ie; € (Ry)! est dite sommable
si I’ensemble des Z“i’ pour F' parcourant les
parties finies de [ ,Zigt majoré.

La nature d’une famille est son caractere som-
mable ou non.

Remarque 5.8.
Pour une famille de réels positifs, la famille
(ui)ier € (Ry)! est sommable si et seulement
si ZUZ < +00.

i€l
Exemple 5.9 (sommes finies).
Dans le cas ou I = {iy,...,%,} est un ensemble

fini, alors

Zui = Ujy o Uy,

iel
et la famille (u;);er € (Ry)! est sommable si et
seulement si tous les u; sont réels.

Exemple 5.10 (séries numériques).
Si I = Netsi(u) € (Rp)Y, alors la famille
(u;)ien est sommable si et seulement si la série

u; converge. On a alors
>0

+o00
Z U; = Z Ug .
1€N =0

En cas de divergence de la série, on a toujours

Iécriture
Z U; = +00.
1€N

On se permet donc d’écrire

+oo
Z u; = +00.
i=0



Théoréme 5.11 (invariance de la somme par
permutation).

Soit (u;)ier € (Ry)!, soit o € Sy une permutation
de I. Alors,

D Ui = Uoliy:

il el

Notamment, les familles (u;)icr et (uq(;))icr ont
méme nature.

Démonstration.

Il suffit de voir que si F' parcourt toutes les parties finies
de I, alors o(F') parcourt aussi toutes les parties finies de
I. Ainsi,

Zui F C (N*)? t.q. F est fini

i€ F

= Z u; | F C (N*)? t.q. F est fini
ico(F)

= Zug(i) F C (N*)? t.q. F est fini
i€k
O

Bien entendu, les opérations usuelles sont tou-
jours valides sur cette notion de somme.

Proposition 5.12 (opérations).
Soit (u;)icr, (vi)ier € (Ry)!, soit A € R* , alors

1. Z(u, +Ui) = Zuz aF Zvi.

el i€l i€l
2. Z)\uz = )\Zuz
i€l el
Démonstration.

Remarquons d’abord que toutes ces familles sont bien a
valeurs dans R . De plus, s’il existe i € I tel que u; = +00
ou v; = 400, alors les résultats sont immédiats. On peut
donc supposer que pour tout ¢ € I, u;,v; € Ry.

Soit F' une partie finie de I, alors

Z(W-ﬁ-%) ZZW-I-ZW

1€EF ieF 1€F
i€l i€l

Ainsi, par passage a la borne supérieure,

10
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Supposons que Zuz = 4o00. Pour tout A € Ry, il
il
existe donc F' C [ finie telle que

i€F
Comme tous les v; sont positifs, on a donc
Zui ‘v = Zui > A.

i€F i€ F

Ainsi, Z(umtfui) = +00. On a le méme résultat si Z v; =

iel iel
“+o00.
Si Zui < 400 et Zvi < +00, considérons € > 0. 11
icl icl

existe donc F, G C [ finies telles que

E ui>g U; — €

ieF iel
E v = g v; — €.
i€EG i€l

Ainsi, par positivité des u; et des v;, en remarquant que
F UG est une partie finie de I.

Z (wi +vi) = Z u; + Z v;

i€ FUG 1€ FUG i€ FUG

P ZW-FZW

i€EF i€eG

> Zuithvi — 2e.

13 icl
Par la caractérisation de la borne supérieure,
E (wi +v;) = E uri—E Vi
iel iel i€l
Soit F' une partie finie de I, alors
E )\ui:A E uig)\ E U .
ieF i€F iel
Ainsi, par passage & la borne supérieure,
E /\ui < A E Us .
iel il

11 suffit d’appliquer ce qui précede a la famille des (Au;)ier
et au scalaire A™!, ce qui donne

Zui <! ZAW,

iel el
soit
)\ E U; g E )\ui
el el
AiIlSi, E AUZ:A E Us . D
icl el



Exemple 5.13.

' +o0 1 7.[.2
On sait que ngl 2= Alors,
3 L
ne2N* n? 24

Proposition 5.14 (comparaison).
Soit (u;)ier, (Ui)ie] € (R+)I.
Si pour tout ¢ € I, u; < v;, alors

el iel

Démonstration.
Soit F' C I finie, alors

E ui<§ ’Uz‘ég Vs

i€EF ieF i€l

Par passage a la borne supérieure,
icl iel

O

Remarque 5.15.
SionaViel, u <, et sila famille (v;);er est
sommable, alors (u;);er est aussi sommable.

Proposition 5.16 (sous-famille).
Soit (u;)ier € (Ry)!, soit J C I. Alors,

jeJ iel

Notamment, si (u;);er est sommable, alors (u;);cs
I’est aussi.

Démonstration.
Soit F' C J finie, alors F' est une partie finie de I, donc

jJEF iel

Par passage a la borne supérieure, on obtient le résultat.

O

L’outil principal de calcul de somme est le théo-
reme de sommation par paquets. En pratique, il
conviendra de procéder a un regroupement par
paquets judicieux pour calculer les sommes en
jeu.

11
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Théoréme 5.17 (sommation par paquets).

Soit J un ensemble. Pour chaque j € J, on consi-
dere I; C I et I'on suppose que I est la réunion
disjointe des I;

I=|]15.
JjeJ
Soit (ui)iej S (R+)I.
Alors,

dui=, |2 u

iel jeJ \i€l;

Lemme 5.18.
Soit A, B deux parties disjointes de I,
(ui)ier € (Ry)". Alors,

Z ui:Zui—i—Zui.

i€ALIB i€EA 1€B

soit

Démonstration.
Soit F' C AU B finie. Posons G = FNAet H=FNB,
de sorte que G et H soient finies, F = GU H, G C A et
H C B. Alors

Zui = Zui +Zu¢ < Zui +Zui.

i€F i€G i€H icA i€B

Par passage a la borne supérieure,

Z U < Z u; + Z Us;
i€AUB icA ieB

S’il existe i € AU B tel que u; = +00, le résultat est
immédiat. Supposons donc que pour tout i € AU B, u; <
~+00.

Si Zui = 400, soit M € Ry. Il existe donc F' C A

icA
finie telle que Z u; > M. Comme F' est une partie finie
ieF

de A Ul B, on a immédiatement Z u; = +00. On a le

i€EAUB
méme résultat si Z u; = +o00.
i€B
Enfin, supposons que Zui < +00 et Zui < +o00.

= i€B
Soit € > 0. Il existe FF C A et G C B finies telles que

YIUES SR

i€ F i€EA
E U; Z E U; — €
i€G i€B



Alors, F' et G sont disjointes et F' LI G est une partie finie
de AU B. De plus,

g uizg ui+E qu}g Ui+E u; — 2e.
i€eFUG i€F i€G i€A i€B
Par la caractérisation de la borne supérieure,

Dw=Dui+ Y ui

i€ AUB i€EA i€B

Remarque 5.19.
Par récurrence, on généralise le lemme a une
somme finie sur des parties disjointes deux a deux.

Démonstration (théoréme de sommation par paquets,
hors programme).
S’il existe 4 € I vérifiant u; = 400, le résultat est immédiat.
Supposons donc que pour tout i € I, u; € Ry.

Soit F' une partie finie de I. Si j € J, notons F; = F'NI;.
Remarquons :

— que F} est une partie finie de [; ;

— qu'il existe un nombre fini de j € J pour lesquels

Ej#ﬁ?

Notons K = {j € J| F; # @ }. Ainsi, K est une partie

finie de J et
F=||F.

JEK

Su-Y Y

i€EF JEK i€ F;

St

JEK i€l

<>

jeJicl;

Ainsi,

Ainsi, par passage a la borne supérieure,

Sy Yu

iel jeJicl;

Réciproquement, soit K C J finie. Comme I’ = |_| I;
JEK
est une union finie de parties de I, on a par le lemme 5.18,
E Eulzguzgguz
JEK i€l; iel’ i€l
Ainsi, par passage & la borne supérieure,
jeJicl, il

On a donc bien 1’égalité. O

Remarque 5.20.

Ce théoreme, fondamental, a deux usages princi-
paux : montrer qu’une famille est sommable, et
calculer la somme d’une famille.

12
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Exercice 5.21.
+o0 2

1 1
On sait que Z: 2= % Calculer Z —-
n=1 nez*

Corollaire 5.22 (théoréme de Fubini positif).
Soit I,J deux ensembles, soit (ui;)jjerxs €
(R4 ). Alors,

=3 (Tus) = 3 (D)

i€l \jeJ jeJ \iel

>

(i,5)EIxJ

Démonstration.

Il suffit de considérer les paquets I, = {(i,j)|i€ I}
et J; = {(i,4) | j € I}, puis d’appliquer le théoréme de
sommation par paquets. O

Remarque 5.23.
Bien entendu, ce résultat s’étend a tous les pro-
duits cartésiens finis.

Exercice 5.24.

=1 R 1
O it E — = —. Calcul E
n sait que P 3 5 alculer

(4,5)e(N*)?

i227°

5.2 Familles sommables de nombres
complexes

L’extension de la notion de somme a un en-
semble quelconque est bien plus délicate, des lors
que 'on abandonne 'hypothése de positivité des
nombres sommés.

Prenons 'exemple de la somme Z n. Le dé-

neL
coupage

0+1—-142-24+3—-3+...
(T U

donne un regroupement par paquets de somme
nulle, tandis que le regroupement

O+14+2-14+3-2+4-3+...
M e ——

donne un regroupement par paquets de somme
+00. Pire, le regroupement

+oo +o0
dk+> (—k)
n=0 n=1

donne un regroupement par paquets n’ayant au-
cun sens.



Ainsi, les procédés sommatoires généraux font
apparaitre des hypotheéses que ne connaissent pas
les procédés sommatoires positifs.

Définition 5.1 (famille sommable).

Une famille (u;)ier € C! est sommable si
Z lu;] < 400, i.e. si la famille positive (|u;|)ier
1€l

est sommable.

Notation 5.2.
On note ¢(I) I'ensemble des familles sommables
de nombres complexes indicées par I.

Définition 5.3 (somme d’une famille réelle).
Soit (u;)icr € R! sommable. Si i € I, on définit

Alors, (u;)ier et (u; )ies sont sommables et 'on
définit la somme de la famille (u;);e; comme

Zui = Zu:r—Zu;

1€l 1€l el

Démonstration.

On a pour tout i € I, 0 < ul < |ui| et 0 < u; < |ugl, ce
qui justifie la sommabilité des familles (u] )ier et (u; )ier
ainsi que la validité de la différence dans la définition de

Zu,-. D

iel

Définition 5.4 (somme d’une famille complexe).
Soit (u;)ier € C! sommable. Alors, (Re(u;))ier
et (Im(u;));er sont sommables et 'on définit la
somme de la famille (u;);e; comme

> ui = Re(us) +i Y Im(u;).

i€l i€l i€l

Démonstration.
On a pour tout 7 € I, 0 < |Re(u;)| < Jus| et 0 < [Im(u;)| <
|us], ce qui justifie la sommabilité des familles (Re(u;))ier

et (Im(u;))ier, et donc la validité de la définition de » ;.

iel

13
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Remarque 5.5.
Sous réserve de sommabilité, on a donc par défi-

nition
Re (Z u1> = ZRe(ui)

il el

Im (Z ul> = Zlm(uz)
i€l i€l

Remarque 5.6 (séries et convergence absolues).

Dans le cas d’une suite (u,) € CN, la famille

(un)nen est sommable si et seulement si la série

u, converge absolument. En cas de conver-
n=0
gence absolue, on a alors

+oo
S =3
n=0

neN

Remarque 5.7 (sommes finies).
Une famille finie de nombres complexes est tou-
jours sommable.

Proposition 5.8.
Soit (u);er € C! une famille sommable. Pour tout
e > 0, il existe F' C [ finie telle que

Su-Yu

il el

< e.

Démonstration.
On traite d’abord le cas ou Vi € I, u; € R. Il existe
Fy,F_ C I finies telles que

2 Z uj— —&,

D uz ) uf

il i€Fy i€l

dourz ) w 2D u e

el i€ F_ i€l

Ainsi, avec F' = Fy U F_, qui est bien une partie finie de

I, ona
E uj}% u;L 25 u;r—e,



+

i

YIUED BTE Site

i€EF i€F ieF

Comme pour tout ¢ € F, u; = u; —u;,ona

comme par définition on a
+ —
E Ui = E u; — E Uy
i€l iel iel
on a en sommant les encadrements précédents
E u; +€ 2= E u; = E u; — €,
icl i€F i€l
ce qui est ’encadrement demandé.

Remarquons que, par construction, pour toute G C [
finie vérifiant F' C G, alors

Pour le cas général, il existe F., F; C I finies telles que,

Z Re(u;) — Z Re(u;)| < ¢,

il i€ F,
Z Im(u;) — Z Im(ui)| < e,
il i€ F;

Par la remarque précédente, on peut considérer F' = F,.UF;
(qui est une partie finie de I) et supposer que

ZRe(ui) — ZRe(ui) <,

i€l ik
Zlm(ul) — Zlm(ui) <e,
iel i€F

Alors, par I'inégalité triangulaire

Zui — Zui < ZRe(ui) — ZRe(ui)

i€l i€F iel i€F
+ Zlm(ui) — Zlm(ui)
iel ieF
< 2e.
Quitte a changer € et %, on a donc le résultat demandé. [

Théoréme 5.9 (invariance de la somme par per-
mutation).

Soit (u;)ie; € C! sommable, soit o € S; une
permutation de I. Alors,

D Ui =D Uy
el el

Notamment, les familles (u;)icr et (uq(;))ier ont
méme nature.

14
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Démonstration.
Il suffit d’appliquer le résultat analogue de la question
précédentes :
— aux parties positives et négatives des u;, en suppo-
sant que pour tout ¢ € I, u; € R
— aux parties réelles et imaginaires des u;, dans le cas
général.

O

Une conséquence intéressante de ce résultat est
le point suivant.

Exemple 5.10.

Soit Z Uy une série complexe convergeant abso-
n=0
lument. Alors, quelque soit la permutation o de

N, la série Z Ug(n) cONverge absolument et
n>0

+o0o “+oo
D Uom) = D Un:
n=0 n=0

Pour les séries semi-convergentes, on a le résul-
tat suivant.

Exercice 5.11 (culturel, intéressant et difficile).

Soit Zun une série réelle semi-convergente.
n=0
Alors, pour tout ¢ € R, il existe une permuta-

tion o de N telle que la série Z Ug(n) CONVETZE
n=0

+00
z_joug(n) =/.

Montrer aussi le résultat analogue pour ¢ = +o0
et £ = —o0.

et

Théoréme 5.12 (argument de comparaison).
Soit (u;)ier € C! et (v;)ier € (Ry)! vérifiant

Vi € I, |’U,Z| < v;.
Alors, si la famille (v;);c; est sommable, la famille

(u;)ier Vest aussi.

Démonstration.
Immédiat par les résultats de la partie précédente. O



Proposition 5.13 (linéarité de la somme).

Soit (u;)ier, (vi)ier € C! deux familles sommables,
soit A, u € C. Alors, la famille (Au; + pv;)ier est
sommable et

Z(/\ui + pv;) = /\Zui "’"szi-

i€l el el

Démonstration (fastidieuse et peu intéressante).

Traiter d’abord le cas réel, en décomposant A, i, ui, v; en
parties positives, puis traiter le cas complexe en écrivant
tout ceci sous forme algébrique. O

Lemme 5.14 (sous-famille).
Soit (u;)ier € C! une famille sommable, soit J C
I. Alors, (uj)jes est une famille sommable.

Démonstration.
Immédiat d’apres les résultats de la partie précédente. [J

Un résultat important est le théoreme de som-
mation par paquets. Remarquons toutefois que,
contrairement au cas des réels positifs, ce théo-
réeme ne peut s’appliquer qu’apres avoir démontré
que la famille étudiée est sommable.

Théoréme 5.15 (sommation par paquets).

Soit J un ensemble. Pour chaque j € .J, on consi-
dere I; C I et I'on suppose que I est la réunion
disjointe des I;

7= || %

JjeJ

Soit (u;)ier € C! une famille sommable.
Alors,

doui=) | D ui

iel jed \i€l;

Démonstration (hors programme).
Admis
Remarquons toutefois que le lemme 5.14 assure que les
familles (Ui)ie]j sont sommables, les sommes Z:uZ ont
iel;
donc bien un sens. O

15
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Corollaire 5.16 (théoréme de Fubini).
Soit I,J deux ensembles, soit (ui;)jjerxs €

C'™* une famille sommable. Alors,

Do uig =)oY uig =)y Uiy

(3,5)EIXJ i€l jed jeJ i€l

Démonstration.

I suffit de considérer les paquets I; = {(i,j)|i€ I}
et J; = {(i,4) | j € I}, puis d’appliquer le théoréme de
sommation par paquets. O

Le théoreme de regroupement par paquets,
et donc le théoreme de Fubini, ne s’appliquent
qu’une fois la sommabilité démontrée. Cette som-
mabilité s’obtient en étudiant une famille de réels
positifs, étude pour laquelle nous disposons d’ou-
tils puissants (voir la partie précédente).

Exercice 5.17.
Pour z € C, étudier la somme

‘,L.Tlp’l’b

>

Ip!
npen P!

Dans le cas particulier (et courant) d’une
somme double factorisée, on a toutefois une ré-
ciproque, qui permet d’appliquer le théoreme de
Fubini automatiquement.

Théoréme 5.18.
Soit I,.J deux ensembles, soit (u;)ie; € Cl et
(vj)jes € C7 deux familles sommables.

Alors, la famille (u;v;)(; j)erxs est sommable et

>

uiv; = (Z “> >
(3,5)€IxJT i€l

JjeJ

Démonstration.

Il suffit de démontrer la sommabilité, I’égalité venant en-
suite directement du théoréme de Fubini. Soit FF C I x J
finie, il existe G C I et H C J finies telles que ' C G x H



(prendre G={ieI|3j€J, (i,5) € F}). Alors,

S olwwl < Y fwl

(i.4)€F (i,J)EGXH

(o))
(o))

Par majoration, E u;v; est sommable.
(4,5)EIXJ

Remarque 5.19.
Cela se généralise par récurrence des sommes
doubles aux sommes multiples.

Exemple 5.20.
¢
Si g €] — 1,1, alors la famille est
n,pEN

sommable et

n,peN

Une utilisation importante de tous ces résultats
concerne le produit de Cauchy de deux séries.

Corollaire 5.21 (produit de Cauchy).

Soit Z G, Z b, deux séries absolument conver-
n=0 n=0
gentes. On définit pour n > 0

n
Cp = Z apbp—p.
p=0

Alors, Z ¢, converge absolument et
n=0

Démonstration.

Il suffit d’appliquer le théoréme 5.18 aux deux familles
sommables (an)nen €t (bn)nen pour obtenir que la famille
(@nbm)(n,m)yen2 est sommable, puis de procéder par regrou-
pement par paquets avec les paquets

Li={(mn-p)|0<p<n}.
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Exercice 5.22.

Pour € C, montrer que les deux séries

2n+1 x2n

x
E (=1)"——— et E (=" convergent
(2n+1)! (2n)!
n=>0 n=0

absolument.

On note alors

' +o00 . x2n+1
sinfe) = (1" g
+00 xQn
cos(z) = 7;](—1) -

Montrer que 2sin(x) cos(x) = sin(2z).

6 Annexe : compléments

Voici deux critéres de convergence qui peuvent
étre utiles.

Proposition 6.1 (Test de comparaison logarith-
mique).
Soient (up) et (v,) deux suites & termes réels

strictement positifs telles que pour tout n € N,
Un+1 < Un+1

S 0
Un

Un
Alors :
(i) si E v, converge, il en est de méme de
D tn;

(ii) si Z u, diverge, il en est de méme de Z Up.

Démonstration. u v
n+1 n ,
Nous avons pour tout n, —— < —, et donc par ré-
vn+1 Un
Un uo uo . .
currence : — < —. En posant y = —, il vient donc :
U, Vo v

0
Un < pUp. Le résultat découle alors directement de 2.4. [

Proposition 6.2 (Régle de d’Alembert).
Soit (u,) une suite & termes réels strictement
positifs.

(i) S'il existe g €]0, 1] tel que pour tout n € N,
Un+1

< q, alors la série Zun est conver-
gente.
(if) Sl existe ¢ € [1,4o00] tel que pour tout
Un+1
n € N,

> q, alors la série Zun est
n
divergente.
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conclure.
q q . o Un+1 ™ . A . . A . .
(iii) en particulier, si hr—ir-l =/leR: (ii) Méme démonstration (ou méme divergence grossiere).
n—+00  Up
g 2.3 iii) Découle des deux points précédents.
e si ¢ € [0,1], la série Zun est conver- (i) P P .
gente ;
e si /> 1, la série Z uy est divergente ; Exemple 6.3. "
e si { =1, on ne peut rien dire, sauf dans e Soient 2 € R* et u, = — . Alors —
n! Up —N—F0

le cas up < Up41 a partir d’un certain

rang, olt il y a divergence grossiére. 0, donc E Uy converge, et de plus on en tire que

Uy — 0.
n——+o00

Un+1
n+ 1’

L . . i = n®. Alors
Démonstration. Posons = ¢". Alors E v e Soient o € R et up, = n.
(1) l;n qU n Up n—-+o0o
converge, et pour tout n, ntl < Ziﬂ Le critére et pourtant, suivant la valeur de «, E Uy peut
n n . . .
de comparaison logarithmique 6.1 permet alors de aussi bien diverger que converger.
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