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La théorie des probabilités cherche a modéli-
ser des phénomenes faisant intervenir le hasard.
Puisqu’il s’agit d’une modélisation, il conviendra,
pour chaque définition que nous allons donner,
d’une part d’apprendre sa définition mathéma-
tique et d’autre part de comprendre en quoi cette
définition modélise un phénomene aléatoire.

1. Evénements, probabilités.

1.1. Expérience aléatoire et univers.
a. Introduction.

On parlera d’expérience aléatoire pour modé-
liser un processus dont le résultat est incertain.
Exemple : tirage au sort d’une boule dans une
urne, tirage a pile ou face avec une piece de mon-
naie, lancer d’un ou plusieurs dés, choix au hasard
d’une personne dans la population francaise, ti-
rage de trois cartes a jouer au hasard dans un
paquet, etc.

On appellera généralement univers des pos-
stbles ou wunivers, I’ensemble des résultats pos-
sibles d’une expérience aléatoire. Cet univers dé-
pend bien évidemment de la modélisation choisie :
par exemple pour un tirage a pile ou face, on
peut modéliser I'univers comme étant ’ensemble
{ pile, face } ou comme { pile, face, tranche }.

I arrive parfois qu’on s’intéresse a une
expérience aléatoire donnant plusieurs ré-
sultats. Par exemple, si on tire une carte a
jouer dans un jeu, on peut s’intéresser a la
couleur de la carte, auquel cas on considérera
Punivers 1 = {Q, O, 4, &} ou & sa valeur,
auquel cas on s’intéressera a 'univers €y =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, Valet, Dame, Roi }.  Si
on s’intéresse aux deux simultanément, on
prendra plutét comme univers €2 = €y x Qo.

De maniere générale, on prendra pour univers
un ensemble nous permettant de représenter simul-
tanément tous les résultats qui nous intéresseront.

Sur ’exemple précédent, on peut s’intéresser a
I’événement qui consiste a tirer une carte rouge
et de valeurs trois ou quatre. Cet événement est
modélisé comme une partie de €2, en 'espéce la
partie { (V,3), (©,4), (¢.3), (¢, 4) 1.

Dans toute la suite de ce chapitre, on utilisera
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souvent des expériences imagées : tirages de dés,
de boules dans une urne etc. On adoptera les
conventions suivantes, sauf mention du contraire :
e les dés sont équilibrés, a six faces ;
e les urnes sont opaques, les boules sont indis-
cernables au toucher et, si une urne contient
n boules, ces dernieres sont numérotées de
lan ;
e les jeux de cartes sont parfaitement mélan-
gés.

b. Univers, événements.

Définition 1.1.1 (Univers).

On appelle univers un ensemble non vide 2.
Cette année, on se limitera au cas ou € est fini.
Dans ce cas ', on appelle événement toute partie

de l'univers, c¢’est-a-dire tout élément de Z(Q2) et

on appelle événement élémentaire ou éventualité
les événements singletons, c’est-a-dire de la forme

{w}, pour w € Q (selon le contexte, le terme

événement élémentaire peut parfois désigner les

éléments de €2 et non les singletons).

Un événement est dit impossible s’il désigne la
partie vide (@) et certain s’il désigne la partie
pleine (Q2).

Etant donnés deux événements A et B, on dé-
finit

— 1'événement contraire de A : Q\ A, noté A.

— D’événement «A et B» (conjonction de A et

B): AnB.
— D’événement «A ou B» (disjonction de A et
B): AUB.

On dit que A et B sont incompatibles si ANB = &,
autrement dit si leur conjonction est impossible.

On dit que des événements Ay, ..., A, sont
mutuellement incompatibles si leur conjonction
est impossible. On dit qu’ils sont deux d deux
incompatibles si pour tout ¢ et j, i # j implique
A; et Aj incompatibles. Dans ce dernier cas, on
dit que leur union A; U...U A, est une union
disjointe.

Remarque 1.1.2.
L’incompatibilité deux a deux de n événements

1. Dans le cas infini, la définition est un peu plus subtile.
La cas dénombrable sera traité en seconde année.



(avec n > 2) implique I'incompatibilité mutuelle
mais la réciproque est fausse. Considérons par
exemple = {1,2,3,4,5,6 } 'univers des résul-
tats d’un tirage d'un dé a six faces. Alors les trois
événements «le résultat est pairy», «le résultat est
divisible par 3» et «le résultat est un nombre
premier» ne sont pas deux a deux incompatibles
mais sont mutuellement incompatibles.

Remarque 1.1.3.

Dans le cas ou €2 n’est pas fini ni dénombrable, mo-
déliser les événements par les éléments de (1)
pose des problémes techniques. Pour les résoudre,
on impose aux événements d’étre des élément d’un
sous-ensemble 7 de £(Q), cet ensemble 7 de-
vant former ce qu’on appelle une tribu. Dans le
cas fini ou dénombrable, &2(Q2) est une tribu.

Exemple 1.1.4.
Pour modéliser les tirages successifs, sans re-
mise, de deux boules dans une urne contenant
n boules numérotées de 1 & n, on peut utiliser
I'univers [1, n]?.

Ici, I’événement {(i,k)} modélise « on tire
d’abord la boule 4, puis la boule k » Les événe-
ments du type {(i,7)} n’ont pas d’interprétation
dans notre modele. Ce n’est pas grave : on leur
attribuera plus tard une probabilité nulle.

c. Variables aléatoires

Définition 1.1.5.

Une variable aléatoire (v.a.) X est une application
définie sur 'univers 2 a valeurs dans un ensemble
E. Lorsque E C R, la variable aléatoire est dite
réelle. On appelle parfois univers image I'image
directe de €2 par X.

Exemple 1.1.6.

Intuitivement, X représente une valeur associée a
une expérience aléatoire : sil’on prend I'exemple
du cas d’une personne jouant au loto, la valeur
X, exprimée en euros, de son gain au loto lors
du tirage qui aura lieu a une certaine date peut
étre modélisée par une variable aléatoire a valeurs
réelles (I'univers  étant 'ensemble des tirages de
loto possible).
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Remarque 1.1.7.

Une variable aléatoire modélise donc un « objet
aléatoire ». Si l’on consideére une matrice aléatoire,
on manipulera donc des variables aléatoires a va-
leurs matricielles, tandis que si ’on considere des
triangles aléatoires on manipulera des variables
aléatoires a valeurs dans I’ensemble des triangles
du plan.

Par exemple, si Xi,..., X, sont des variables
aléatoires a valeurs dans un ensemble A, si P, est
la (mesure de) probabilité empirique par rapport
a Xiq,...,X,, alors P, est une variable aléatoire
a valeurs dans ’ensemble des (mesures de) proba-
bilités sur A.

Remarque 1.1.8.

En toute généralité, la définition de variable aléa-
toire est plus subtile. On se place ici dans un cadre
tres simplifié (univers fini).

Définition 1.1.9.
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un
ensemble E.

Pour toute partie A de E, on note { X € A } ou
(X € A), (voire [X € A]) I'événement X ~1(A).

Si E CR, et z € R, X est dite réelle et on note
(X =2), X <2, X<z, X =22, X >
r) respectivement les événements X 1({z}),
X7 Y] - oo,1]), ...

On note P(X € A), P(X =z), P(X <x), ...
les probabilités de ces événements.

Exemple 1.1.10.

Pour reprendre ’exemple précédent, (X > 1000)
représente I’événement «le gain du joueur au loto
est supérieur ou égal a mille euros» et P(X >
1000) représente la probabilité de cet événement.

d. Systéeme complet d’événements

Définition 1.1.11.

On dit qu'une famille (4;);c; d’événements dans
un univers (2 est un systéme complet d’événements
si ces événements sont deux a deux incompatibles
et que leur union (disjointe) est certaine : Q =

] A

1€l



Proposition 1.1.12.

Si A est un événement, (A,Z) est un systeéme
complet d’événements, appelé systéme complet
d’événements associé a A.

Démonstration.
Immédiat en revenant a la définition. O

Proposition 1.1.13.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un en-
semble fini E. Alors ([X = z])zcE est un systéme
complet d’événements, appelé systeme complet
d’événements associé a X.

Démonstration.

Soit w € Q, alors w € [X = X (w)] donc Uzep[X = z] = Q.
Soit (z,9) € E?, avec ¢ # y. Siw € [X = 2] N[X = y],
alors X(w) = & = y, ce qui est impossible, donc [X =
zlN[X =y =2. O

Remarque 1.1.14.

On utilisera presque tout le temps un de ces deux
types de systemes complets d’événements.

Exercice 1.1.15.

On lance un dé a 6 faces, on note X le numéro
obtenu. Montrer que les événements [X = 1],
[X = 2] et [X > 3] forment un systéme complet.

Remarque 1.1.16.

La notion de systeme complet d’événements est
trés proche de celle de partition. Les différences
sont les suivantes :

1. un systeme complet d’événements est une
famille de parties de €2 alors qu’une partition
est un ensemble de parties de € ;

2. la notion de systéme complet d’événements
ne s’utilise qu’en probabilités ;

3. rien dans la définition de systéme complet
d’événements n’impose aux A; d’étre non
vides.

Proposition 1.1.17.

Soit (A;)ier un systéeme complet d’événements sur
un univers {2, soit B un événement. Alors, B peut
s’écrire comme 1'union disjointe suivante

B=||BnA.
el
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Démonstration.

Montrons tout d’abord que B est inclus dans cette réunion.
Soit b € B. On a b € Q et la réunion des A; pour i € I est
égale a Q, donc il existe un ig € I vérifiant b € A;,. On a
alors b € BN A;,. On a donc

bEUBﬂAi

iel

Ce qui montre cette premiére inclusion.
L’inclusion réciproque est immédiate : pour tout 7 € I,
ona BNA; C B, donc

UUBnaicn
iel
On a donc ’égalité voulue.

On peut aussi montrer cela par calcul sur les ensembles :
par la relation de De Morgan,

B=Bna=Bn|JAa=JBnA:
iel el

Le fait que 'union soit disjointe est immédiat : soit
(i,7) € [1,n]? vérifiant i # j. Alors (BN A;) N (BN A;) C
AiNAj=0. O
Remarque 1.1.18.
Cette écriture est typique des énoncés en probabi-
lités. 11 faut bien voir qu’elle dissimule deux résul-
tats : I’égalité ensembliste et le fait que 'union
écrite est disjointe.

1.2. Espaces probabilisés finis
a. Définition

A tout événement, on veut associer sa probabi-
lité, qui modélise la « probabilité de réalisation »
de cet événement lors de la réalisation de cette
expérience aléatoire. Mais que veut dire cette
phrase 7 On peut le voir comme la fréquence
de la réalisation de cet événement au bout d’un
« grand » nombre de répétitions « indépendantes »
de cette expérience. La loi des grands nombres (sa
version faible dans le cas dénombrable sera vue
en seconde année) justifie la consistance de la dé-
finition suivante avec son interprétation concrete.

Définition 1.2.1.

Une probabilité (ou mesure de probabilité) sur un
univers fini {2 est une application P de &(Q2) dans
R vérifiant les trois propriétés suivantes :

1. Pour tout événement A, 0 < P(A) < 1.



2. P(Q) =1.

3. Pour tout couple (A, B) d’événements, si A
et B sont incompatibles alors P(A LI B) =
P(A) + P(B).

Un espace probabilisé fini est un couple (92, P),

ou {2 est un univers fini et P une probabilité.
Pour tout événement A d’un espace probabilisé
(Q, P), la valeur P(A) est appelée probabilité de
I’événement A.

On dit qu’un événement A est presque sir (ou
quasi certain) si P(A) =1 et est négligeable (ou
quasi impossible) si P(A) = 0.

Remarque 1.2.2. 1. Dans le cas ou l'univers
est infini, il faut adapter un peu la définition :
I’ensemble de départ de P est alors la tribu
des événements et on donne au troisiéme
axiome une forme plus générale. Comme on
ne verra cette année que le cas fini, on s’au-
torisera a omettre la précision « fini » quand
on parlera d’espaces probabilisés.

2. L’intérét de la notion de quasi certitude ou
quasi impossibilité n’est pas évidente quand
il s’agit de probabilités sur un univers fini.
Donnons un exemple intuitif dans le cas d’un
univers infini : si on tire un réel au hasard
dans [0, 1], il n’est pas impossible d’obtenir
exactement le réel 1/3 mais la probabilité de
cet événement est nulle (la probabilité d’obte-
nir un réel situé dans un intervalle donné est
proportionnelle au diametre de cet intervalle).
C’est donc un événement quasi-impossible
mais non impossible.

3. Il est important de retenir que la notion de
quasi impossibilité ne veut pas dire «pro-
babilité faible». Un physicien dirait qu’un
événement de probabilité 10719 est impos-
sible (le nombre d’atomes dans 'univers est
de l'ordre de 10%) mais pour un mathéma-
ticien, un tel événement n’est méme pas un
événement quasi impossible.

Définition 1.2.3.
Un prédicat défini sur €2 vrai sur un événement
de probabilité 1 sera dit « presque-sir ».
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Exemple 1.2.4.
Reprenons I'exemple 1.1.4
ment, sans remise, deux boules dans une urne
contenant n > 2 boules numérotées de 1 a n. Il est
pratique de considérer comme univers Q = [1,n]?.
On prend alors une probabilité P telle que 1’évé-
nement { (¢,7) | 1 <1i<n} est négligeable.

Sur cet univers, presque-siirement on aura « i #
k»pourl<ik<n.

: on tire successive-

b. Probabilité uniforme

Définition 1.2.5 (probabilité uniforme).
Soit €2 un univers fini. L’application

P: 2Q) — R

est une probabilité, appelée probabilité uniforme.

Démonstration.

Remarquons que 2 est un ensemble fini, donc ses par-

ties sont finies également donc ont des cardinaux entiers.

Comme de plus 2 # &, son cardinal est non nul, donc on

peut diviser par Card Q2. P est donc bien définie sur Z2(2).
Pour montrer que P est une probabilité, il suffit de

vérifier les trois propriétés de la définition :

1. Soit A € 2(Q), alors 0 < Card A < Card(Q2) donc
0<PA) L.
2. On a bien P(Q) = 1.

3. Soit (A, B) deux événements incompatibles. Alors
AN B = @ donc Card(A U B) = Card A + Card B,
donc P(AU B) = P(A) + P(B).

O

Remarque 1.2.6.

Cette probabilité modélise souvent ’expression
« au hasard », prise dans son acceptation courante
(tirer une boule au hasard dans une urne, etc.).

Exercice 1.2.7.

On modélise le tirage d'une boule dans une urne
(qui en contient n). On pose Q = [1,n], si 1 <
k < n, I'événement {k} modélise « le numéro k a
été tiré ». Si A C [1,n], on définit

1 sile A
0 sinon

P(A) = {

Vérifier que P définit bien une probabilité sur €.
Quelle est la situation modélisée 7
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Exemple 1.2.8.

Continuons 'exemple 1.2.4 : la probabilité que
I'on considérera sur 2 n’est pas uniforme, mais
sa restriction a { (i,k) | 1<i,k<neti#k}
le sera.

c. Propriétés élémentaires.

Proposition 1.2.9.
Soit (€2, P) un espace probabilisé. Soit A et B
deux événements. Alors on a

1. P(@)=0 ;

ACB= P(A)< P(B) ;

P(A\B) = P(A) — P(ANB) ;
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB) ;
P(A)=1-P(A).

oo 89S

Démonstration. 1. @ = g U & donc P(&) = P(@) +
P(2) =0, d’ou le résultat.

2. Supposons A C B. Alors B= AU (B \ A). De plus,
A et B\ A sont incompatibles, donc P(B) = P(A) +
P(B\ A) > P(A).

3. 1l suffit de remarquer que A = (A\B) U (AN B).

4. Ona AUB =AU (B\ A), donc P(AUB) = P(A) +
P(B\ A)=P(A)+ P(B)— P(ANnB).

5. Q= AUA, donc 1 = P(Q) = P(A) + P(A) d’ou le
résultat.

O

Remarque 1.2.10 (hors-programme).
La formule donnée en 4 se généralise en la formule
du crible de Poincaré, comme pour le cardinal :

pour des événements A1, ..., A,
P(U Al> :Z(—l)k+1 Z P(A,lmﬂAZk)
=1 k=1 1< << <n

Proposition 1.2.11.

Soit (€2, P) un espace probabilisé. Soit n € N et
Aq,..., A, des événements deux a deux incompa-
tibles. Alors la probabilité de leur union (appelée
union disjointe) est la somme de leurs probabili-

tés :
p<[| Ai> _ S P4y,
i=1

=1

Démonstration.
Pour k € [0,n], notons E(k) la proposition

P <|_| Ai> =) P(4)

i=1
Montrons Vk € [0,n] E(k) par récurrence :
0

0

— Ona P<|_| A,.> =P(2)=0=)_ P(A).
i=1 =1

— Montrons Vk € [0,n — 1] P(k) = P(k+ 1). Soit

k € [0,n — 1] vérifiant P(k). Alors, comme les

événements A; pour i € [1,n] sont deux & deux

incompatibles, on a Vi € [1,k] AiN Apt1 = 2.

Donc
k
<|_| Ai> NAppr =@
i=1

On a donc

k k
P<<|_| Az> L Ak+1> = P(LI Al) + P(Ak+1)

Or on a E(k), donc

k+1 k
P<|_| Ai> = (Z P(Ai)> + P(Ags1)

i=1

On a donc E(k +1).
On a donc Vk € [0,n] E(k). O

Proposition 1.2.12 (Formule des probabilités
totales, premiére forme).

Soit (€2, P) un espace probabilisé, n € N*,
(Ai)ie[1,n) un systeme complet d’événements et B
un événement. Alors

P(B) = YZ: P(4;N B).
i=1

Démonstration.
D’apres la proposition 1.1.17, on a

B:OAiﬂB.

=1

et cette union est une union disjointe. Donc d’apres la
proposition 1.2.11, on a le résultat. O

d. Détermination par les images des
événements élémentaires.

Dans cette partie, on considere un univers fini
Q ={wi,...,w,} de cardinal n € N*.



Proposition 1.2.13.
Soit P une probabilité sur 2. Alors pour tout
événement A, on a

P(4) =) P{w}. (1)

wEA

Démonstration.

11 suffit de remarquer que pour tout événement A, A est
l'union disjointe des {w } pour w € A et d’utiliser la
proposition 1.2.11. O

Corollaire 1.2.14.
En particulier, des réels pq, ..., p, étant donnés,
il existe au plus une probabilité sur €2 vérifiant

vie[l,n] P{wi})=pi

Démonstration.

En effet, considérons deux probabilités P; et P, vérifiant
cette condition. Alors, d’aprés la proposition, pour tout
événement A, P (A) = P(A). O

Remarque 1.2.15.

Remarquons que pour qu’une probabilité vérifiant
cette condition existe, il est nécessaire que les p;
soit tous positifs ou nuls (car ce sont des probabi-
lités) et que leur somme soit égale a 1 (car d’apres
’égalité (1) c’est la probabilité de ). La proposi-
tion suivante montre que ces deux conditions sont
suffisantes.

Proposition 1.2.16.

Soit p1, ..., pn, n réels positifs ou nuls de somme
égale a 1. Alors il existe une (unique) fonction P
de probabilité sur 2 telle que pour tout i € [1,n],
ona P({w;})=pi.

Démonstration.

On a déja vu l'unicité sous réserve d’existence. Montrons
Pexistence. Notons P lapplication de &2(Q2) dans R qui a
tout événement A associe

PA)= > m
i€[l,n],w; €A

Il est clair que pour tout ¢ € [1,n], on a P({w; }) = p;.
Montrons que P est une probabilité sur Q.
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1. Soit A un événement. Les p; pour ¢ € [1,n] étant
positifs ou nuls, on a pour tout A, P(A) > 0. De
plus, P(A) est inférieur ou égal a la somme des p;,
qui vaut 1, donc 0 < P(A) < 1.

2. Ona P(Q) = Zpi =1.
i=1

3. Pour tout couple (A,B) d’événements incom-
patibles, comme {i€[l,n] |w; € AUB} est
la réunion disjointe de {i€[l,n] |w; € A} et
{ie[1,n] |wi€e B}, ona

P(AUB) = >ooom

i€[1,n],w; EAUB
= E pi + E i
i€[1,n],w; €A i€[l,n],w;€B

= P(A) + P(B).
Ainsi, P est donc bien une probabilité. O

Exemple 1.2.17.

Nous pouvons maintenant définir des mesures de
probabilités de la maniere suivante : « la proba-
bilité P est définie sur [0, 5] par

k 0 |1 2 3 4 5
P{k}) | 1/4]0 | 1/2|1/12 | 1/12 | 1/12
Exemple 1.2.18.
Etant donné des points Ay, ..., A, dans un en-

semble (fini) €2, on définit la (mesure de) probabi-
lité empirique par rapport a Ay, ..., A, par

Ve e Q, P,({z}) = %Card{i el,n] | Ai=x}.

1.3. Probabilités conditionnelles.
a. Définition.

Le résultat d’une expérience aléatoire dépend
parfois du résultat d’une autre. Par exemple, en
prenant pour univers ’ensemble des jours de I’an-
née 2024 muni de la probabilité uniforme P, si
on appelle A ’événement «j’attrape un rhume
aujourd’hui» et B I’événement «il fait un temps
froid et humide aujourd’hui», on aimerait pouvoir
exprimer que lorsque B est réalisé, A a une plus
grande probabilité d’étre réalisé.

Pour cela, on peut restreindre notre univers {2
a I’ensemble des jours ou B est réalisé et regarder
quelle est la probabilité de I’événement «attraper
un rhume» dans cet univers restreint. On appel-
lera cette probabilité la probabilité de A sachant
B.



Dans 'univers (0, ’événement A est ’ensemble
des jours ou j’attrape un rhume, B est I’ensemble
des jours froids et humides. Notre univers res-
treint est B et ’événement «j’attrape un rhumey
dans cet univers est I’ensemble A N B. Sa proba-
bilité, si on le munit de la probabilité uniforme
est Card(AN B)/Card B= P(AN B)/P(B).

Cet exemple nous conduit a la définition sui-
vante.

Définition 1.3.1 (Probabilité conditionnelle).

Soit (€2, P) un espace probabilisé et A et B deux
événements, avec B de probabilité non nulle. On
appelle probabilité de A sachant B, et on note

, . P(ANnB)
Pgp(A) le réel “PB)

Remarque 1.3.2.

La notation donnée est la notation officielle. Vous
retrouverez parfois la notation usuelle P(A|B),
que nous vous déconseillons fortement.

Remarque 1.3.3.

Méme si 'exemple donné concernait une proba-
bilité uniforme, la définition donnée s’applique a
toute probabilité.

Proposition 1.3.4.

Sous les hypothéses de la définition ci-dessus, ’ap-
plication Pp : Z(2) — R est une probabilité
sur €.

Démonstration.

En effet, elle est bien définie car P(B) > 0. Elle est a
valeurs positives ou nulles et pour tout A € Z(Q2), on a
ANB C B donc P(AN B) < P(B) donc Pg(A) < 1. De
plus Pg(Q?) = P(B)/P(B) = 1. Enfin, pour tout couple
(A, C) d’événements incompatibles, AN B et C' N B sont
incompatibles, donc

P((ANnB)U(CnNB))
P(B)

_ P(ANB)+ P(CNB)

B P(B)

= Pp(A) + Pp(C)

PB(AU C) =

Remarque 1.3.5.
Dans les exercices de probabilités, 'un des points
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délicats (et donc intéressant) est souvent de tra-
duire correctement 1’énoncé en termes de probabi-
lités conditionnelles. En effet, les énoncés ne sont
pas toujours donnés de maniére mathématisée et
vous avez alors un (petit) travail de modélisation
a effectuer. On pourra commencer par s’entrainer
sur les exercices 1.3.11 et 1.3.12.

Exercice 1.3.6.
Dans une urne, on place deux boules blanches et
une boule noire. On effectue un premier tirage
dans 'urne, dans laquelle on remet la boule tirée
en y rajoutant une boule de méme couleur. On
effectue un second tirage dans I'urne.

Modéliser (i.e. traduire 1’énoncé mathémati-
quement, ici en termes de probabilités condition-
nelles).

b. Probabilités composées, probabilités
totales.

Proposition 1.3.7 (Formule des probabilités
composées).
Soit A et B deux événements, avec P(A) > 0.
Alors

P(AN B) = P(A) x Ps(B).

Dans le cas ou P(A) = 0, on utilise la convention
P(A) x P4(B) =0.

Démonstration.
C’est une simple réécriture de la définition. O

Remarque 1.3.8.

On généralise cela au cas de plusieurs événements.
Soit par exemple A, B, C' et D quatre événements
tels que P(ANBNCND)#0. Alors

P(AnNBNCND)=P(A) x Psa(B)
X Panp(C) x Panpnc(D).

Exercice 1.3.9.
Soit (Aq,...,A,) des événements dont la proba-
bilité de l’'intersection est non nulle. Exprimer

n
P (ﬂ Ai) a l'aide de la formule des probabilités
i=1

composées.



Proposition 1.3.10 (Formule des probabilités
totales, deuxiéme forme).

Soit n € N*, (A;);e[1,n] un systéme complet d’évé-
nements et B un événement. Alors

n

P(B) =Y Pa(B) x P(4).

Démonstration.

C’est une conséquence immédiate de la premiere forme
(proposition 1.2.12) et de la formule des probabilités com-
posées. O

Exercice 1.3.11.
On considére une urne contenant quatre boules
blanches et trois boules noires. On tire successi-
vement et sans remise trois boules.

Calculer la probabilité de tirer exactement deux
boules noires.

Note : il peut étre intéressant de dessiner un
arbre des possibilités pour raisonner. Mais un tel
arbre n’est en aucun cas une justification.

Exercice 1.3.12.

On effectue N > 2 tirages successifs dans une
urne, contenant initialement une boule blanche et
une boule noire.

Chaque fois que 'on tire une boule blanche, on
la remet et on rajoute une boule blanche supplé-
mentaire dans l'urne.

Chaque fois que ’on tire une boule noire, on la
remet dans 1'urne.

On suppose que cette expérience est modélisée
par un espace probabilisé fini (2, P). Quelle est la
probabilité py d’obtenir la premieére boule noire
au IN° tirage 7

Remarque 1.3.13. — Un des points attendus
est de justifier rigoureusement 'utilisation
d’une certaine formule ...

— L’exercice précédent est souvent modifié en
« si 'on tire une boule noire, on s’arréte ».
Cela change-t-il la modélisation 7

— L’année prochaine, vous pourrez modéliser
cela en considérant une suite infinie de ti-
rages. Comme nous ne considérons que des
espaces probabilisés finis, nous nous limitons
a N tirages successifs ... avec N quelconque.
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“+o00
— Que vaut Z pn 7 Pouvez-vous I'interpréter,
n=1
au moins intuitivement 7

c. Formule de Bayes.

Exercice 1.3.14 (fondamental).
On effectue un test de dépistage d’une maladie.
Le test rend un résultat binaire : positif ou négatif.
La probabilité que le test rende un résultat positif
pour une personne si cette personne a contracté la
maladie est appelé sensibilité du test et est notée
p1. La probabilité que le test rende un résultat né-
gatif pour une personne qui n’a pas contracté cette
maladie est appelée spécificité et est notée po.

Une personne prise au hasard dans la popula-
tion francgaise effectue le test et celui-ci rend un
résultat positif. Quelle est la probabilité que cette
personne soit malade 7

On donne : p; = 0,99, p2 = 0,98, population
francaise : N = 6 x 107 personnes, nombre de
personnes ayant contracté la maladie dans la po-
pulation francaise : m = 103.

Proposition 1.3.15 (Formule de Bayes, cas par-
ticulier).

Soit A et B deux événements tels que P(A) > 0
et P(B) > 0. Alors

P () < PABIPA
P(B)
Démonstration.
11 suffit de remplacer Pg(A) et Pa(B) par leurs définitions
pour constater le résultat. O

Remarque 1.3.16.

Le théoreme de Bayes dit, que pour deux événe-
ments A et B de probabilité non nulle, la pro-
babilité d’avoir I’événement A, sachant qu’on a
observé B (appelée probabilité a posteriori) est
la probabilité d’avoir B sachant A multipliée par
le rapport de la probabilité d’avoir A (probabilité
a priori) et de la probabilité d’avoir B.



Proposition 1.3.17 (Formule de Bayes, cas gé-
néral).

Soit (A;)ie[1,n] un systéme complet d’événements
de probabilités toutes non nulles et B un événe-
ment de probabilité non nulle. Alors pour tout
j €[1,n], on a

P4 (B)P(A;
Po(4y) = 2 S
> Pa,(B)P(4;)
=1
Démonstration.

Soit j € [1,n]. Alors en utilisant la version précédente du
théoréeme de Bayes, on obtient

patay - 22T

Or d’apres le théoreme des probabilités totales, on a

P(B) = Pa,(B)P(A)).

Remarque 1.3.18.

Il est essentiel d’avoir compris ce que dit cette
formule et d’étre capable de la redémontrer rapi-
dement.

Exercice 1.3.19.

Monsieur C. vient au lycée a pied, a cheval ou
en voiture avec des probabilités respectives 9/100,
9/10 et 1/100. Quand il vient & pied, il met des
chaussures de sport avec probabilité 9/10; a che-
val, avec probabilité 5/10 et en voiture avec pro-
babilité 1/10. Aujourd’hui, vous constatez qu’il a
mis des chaussures de sport. Quelle est la proba-
bilité qu’il soit venu a cheval ?

Remarque 1.3.20.

Remarquez ’abus de langage de ’exercice ci-
dessus : en réalité, si on se place aujourd’hui et
que Monsieur C. est déja au lycée, ou bien il est
venu a cheval ou bien il est venu par un autre
moyen et parler de probabilité n’a plus de sens.
En réalité, ce que signifie la formulation, c’est :
« si on se place dans 'univers de tous les jours
possibles, quelle est la probabilité que M. C. soit
venu & cheval sachant qu’il a mis des chaussures
de sport ». Cet abus de langage est typique de
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nombreux problémes de probabilités et modéliser
correctement le probléme n’est pas toujours chose
facile (voir le probléme des trois portes).

1.4. Evénements indépendants.

a. Couple d’événements indépendants.

Définition 1.4.1.
Soit A et B deux événements. On dit que A et B

sont indépendants si et seulement si P(AN B) =
P(A) x P(B).

Remarque 1.4.2. 1. Si P(B) > 0, alors cette
condition est équivalente & Pg(A) = P(A).
Autrement dit, de fagon informelle, savoir B
ne modifie pas la probabilité de A.

2. Si P(B) > 0et P(B) > 0, elle est également
équivalente & Pp(A) = Pz(A).

3. Il arrive que 'on démontre I'indépendance
de deux événements mais le plus souvent, il
s’agit d’une hypotheése de modélisation du
probléme considéré.

4. Dans tout exercice de probabilités, il est pri-
mordial de bien repérer dans 1’énoncé les
hypotheses d’indépendance.

Exercice 1.4.3.
Quels sont les événements indépendants d’eux-
mémes 7

Exemple 1.4.4.
Si on lance deux fois un dé a six faces et qu’on
note A et B les événements «obtenir un 6» res-
pectivement au premier et deuxiéme tirage, on
aura tendance a modéliser le probléme en disant
que les deux événements sont indépendants ce qui
correspond a l'intuition physique : le fait qu’on
obtienne un 6 au deuxiéme tirage ne dépend pas
du fait qu’on a obtenu un 6 au tirage précédent,
le dé n’ayant pas de «mémoire» de ce qui s’est
passé. Attention : méme si le dé est pipé, il est
raisonnable de considérer que les deux événements
sont indépendants.

Si au lieu de considérer deux lancers d’'un méme
dé, on considere plutot le lancer simultané d’un
dé rouge et d’un dé vert, il est encore raisonnable



de penser que les deux événements sont indépen-
dants, méme si les dés sont pipés et méme s’ils
sont pipés de deux facons différentes. A moins par
exemple que les dés soient aimantés, auquel cas
les résultats des deux dés pourraient étre reliés.

Exercice 1.4.5.
On considere une urne contenant 10 boules noires
et 10 boules blanches. On tire successivement deux
boules, sans remise. On note A (resp. B) 1'événe-
ment «la premieére (resp. seconde) est blanchey.
Modéliser ce probleme.
A et B sont-elles indépendantes ? Calculer P(A)
et P(B). Que vaut Pg(A)? Que vaut Ps(B) ?
Mémes questions si on tire maintenant simul-
tanément deux boules, I'une de la main gauche,
l'autre de la main droite et qu’on note A (resp. B)
I’événement «la boule tirée par la main gauche
(resp. droite) est blanche».

b. Famille finie d’événements mutuellement
indépendants.

Définition 1.4.6.

Soit n un entier. On dit que des événements A,
..., A, sont mutuellement indépendants si pour
toute partie I de [1,n], on a

P(04)

On dit qu’ils sont deux a deuz indépendants
si et seulement si pour tout (4,5) € [1,n]?, avec
i # j, A; et A sont indépendants.

=[] P4).

i€l

Remarque 1.4.7. 1. L’ordre des éléments n’a
aucune importance.

2. L’indépendance mutuelle entraine I'indépen-
dance deux & deux (prendre pour I une paire
d’indices).

3. La réciproque est fausse. Considérer par
exemple deux tirages d’un dé et les événe-
ments «le premier tirage donne un nombre
pair», «le second tirage donne un nombre
pair» et «la somme des deux nombres obte-
nus est paire».
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4. Si (Ay,...,Ay) sont mutuellement indépen-
dants et si J C [1,n], alors (A;); e est une
famille d’événements mutuellement indépen-
dants.

Remarque 1.4.8. 1. Il ne suffit pas de vérifier
que la probabilité de 'intersection des A; est
égale au produit des P(A;) pour ’ensemble
de tous les indices mais bien de le vérifier
pour tous les ensembles d’indices possibles.
Considérer par exemple l'univers Q2 = [1, 8]
des résultats possibles d’'un dé équilibré a
8 faces, et les événements A; = {1,2,3,4 },
AQ = { 1,2,3,4} et A3 = { 1,5,6,7}.

2. Le plus souvent, I'indépendance mutuelle est
une hypothese faite lors de la modélisation
du probleme. Le probleme, c’est que dans
de nombreux énoncés, cette hypothese n’est
écrite nulle part : c’est le mathématicien qui
analyse le probleme? qui doit se poser la
question de I'indépendance des événements.

3. Lorsqu’il s’agit de montrer 'indépendance
mutuelle de plusieurs événements, il faut
vérifier autant de conditions que de sous-
ensembles de [1,n], soit 2", dont n + 1 sont
trivialement vérifiées (celles pour lesquelles
I possede 0 ou 1 élément).

Proposition 1.4.9.

Remplacer, dans une famille d’événements mu-
tuellement indépendants, certains événements par
leurs contraires donne une nouvelle famille d’évé-
nements mutuellement indépendants. En d’autres
termes, soit m un entier et Ay, ..., A, n événe-
ments indépendants. On se donne n événements
By, ..., By, tels que pour tout i € [1,n], B; est

égal & A; ou a A;. Alors la famille By, ..., B, est
une famille d’événements indépendants.
Démonstration.

11 suffit de montrer le cas ot B; = A; pouri=1,...,n—1

et ot B, = A,. En effet, on peut alors en déduire que si,
dans une famille d’événements mutuellement indépendants,
on change I'un des événements en son contraire, on ob-
tient de nouveau une famille d’événements mutuellement
indépendants. Par une récurrence immédiate, il vient alors

2. Donc vous en particulier !



que si on change p événements en leurs contraires, on ob-
tient de nouveau une famille d’événements mutuellement
indépendants.
Posons donc B; = A; pour i € [1,n — 1] et B, = An.
Soit alors I une partie de [1,n], montrons qu’on a

P (Q Bi> =[] P

iel
Si I ne contient pas n, c’est évident.
Si I contient n, alors posons J =1\ {n }. On a succes-
sivement :

() =r(#00)4)

= P((Q\An) N ﬂAZ)

i€J

(s (+ona))
/() -r(n+)

= [TPan -1 P

eJ i€l
= (1-P(4) [[ Peas)
iceJ
= P(B.) [ P(B)

ic€J

=[] PB)).

iel

2. Variables aléatoires.

2.1. Définitions.

Toutes les définitions ont été données dans la
partie c.

2.2. Loi d’une variable aléatoire.

Définition 2.2.1.
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace
probabilisé fini (€2, P) a valeurs dans un ensemble
E. Alors X () est fini.

On appelle loi de la variable aléatoire X la loi
de probabilité sur X (2) Py : Z(X(2)) — R telle
que

Ve e X(Q) Px({z})=P(X =uz).
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Remarque 2.2.2.

Cette propriété définit bien une et une seule pro-
babilité sur X (), par la caractérisation d’une loi
par I'image de ses singletons. Il suffit de vérifier
que

> PX=2)=1

zeX(Q)

Notation 2.2.3.

Si X et Y sont deux variables aléatoires a valeurs
dans un méme ensemble, X ~ Y signifie que X
et Y ont la méme loi.

Proposition 2.2.4.
SiAcC X(R2), Px(A) =P(X € A).

Remarque 2.2.5.

On peut donc définir la loi d’une variable aléatoire
en précisant la probabilité que cette v.a. soit égale
a chaque élément de son image. Par exemple, on
peut dire « la v.a. X & valeurs dans [0, 5] dont la
loi est déterminée par

k 0 |1] 2 3 4 )

1/4 1/2 [ 1/12 | 1/12 | 1/12

Remarque 2.2.6.

Pour déterminer la loi d’une variable aléatoire
X, on procédera systématiquement de la maniere
suivante :

e on détermine l'image de X ;

e pour chaque k € X(Q), on calcule P(X = k) ;
e si on obtient une loi connue, on la nomme.

Exercice 2.2.7.
Soit X a valeurs dans {—1;0;1} dont la loi est
déterminée par

Comment s’appelle la loi de X 7 Quelle est la loi
de =X 7?7 A-t-on X =-X 7



Remarque 2.2.8.

La définition ci-dessus pose probleme dans le cas
ou X est une variable aléatoire réelle continue
(hors-programme) : la probabilité d’avoir P(X =
x) ne donne aucune information puisque pour
tout = fixé, P(X =x) = 0.

C’est pourquoi on trouve parfois une autre
définition de Px : Px est alors ’application de
P(FE) dans R qui, & une partie A de E, asso-
cie P(X € A). Dans ce cas, Px a la propriété
d’étre une probabilité sur E (lorsque E est fini)
et est déterminée de fagon unique par les va-
leurs des P(X = z) pour z € E puisqu’on a
P(X€A)=> P(X =u).

€A
Cette deuxieme définition pose également des

problemes dans le cas des variables continues mais
ils sont plus facilement réparables (on ne peut
plus définir Px sur & (E) mais seulement sur une
partie).

Définition 2.2.9.

Soit E et F' deux ensembles. Soit X une variable
aléatoire a valeurs dans un ensemble E. Soit f :
E — F. L’application fo X : Q — F est une
variable aléatoire a valeurs dans F' appelée image
de X par f et parfois notée f(X).

Remarque 2.2.10.

Le terme «image d’une variable aléatoire» vient
du fait que pour tout w € Q, f(X)(w) est I'image
de X (w) par f.

Exemple 2.2.11.
Si X est une v.a. réelle, on pourra considérer les
v.a. réelles X2, | X| ete.

Proposition 2.2.12.
La loi associée a la variable aléatoire f(X) intro-
duite ci-dessus est

Prxy + 2(f(X(Q) - R

telle que pour tout y € f(X(Q)), Pyx)(y) =
P(X e f'({y}).
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Démonstration.
Il suffit de remarquer

Xef Ty ={we|X@esrdy)}
={weQf(XWw)e{y}}
=H{weQ[f(X)w) e{y}}
={weQ|we(r)) ' {yD}
=(f(X)=y).

O

Remarque 2.2.13.
La loi de f(X) dépend donc uniquement de celle
de X (et de f, bien entendu).

Corollaire 2.2.14.
Soit X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans
un ensemble F, soit f: E — F.

Si X ~ Y, alors f(X) ~ f(Y).

Démonstration.
Immédiat. O

Exemple 2.2.15.
Soit X un v.a. & valeurs dans {—1,0, 1} telle que

1
P(X:—l):P(X:O):P(X:I):g.
Déterminer les lois de X2 et de X?3.

Définition 2.2.16 (Loi conditionnelle).

Soit X wune variable aléatoire a valeurs dans
un ensembles E. Soit A un événement vérifiant
P(A) #0.

Alors, on appelle loi conditionnelle de X sa-
chant A la loi de la variable X sur I'univers 2
muni de la probabilité Py.

C’est donc la fonction Py 4 : (X (Q2)) — R
vérifiant :

Vo € 2(2), Pxja(z) = Pa(X = x).

C’est aussi la donnée des P4(X = z) pour chaque
x dans I'image de X.

2.3. Fonction de répartition (HP).

L’outil suivant ne figure pas explicitement au
programme de MPSI, mais est central en proba-
bilités.



Définition 2.3.1 (Fonction de répartition).
Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle
fonction de répartition de X la fonction

Fx: R —- R .
xr — PX<«2x)

Exemple 2.3.2.
S’il faut retenir une chose, c’est le dessin de la
fonction de répartition, figure 1.

Proposition 2.3.3.

La fonction de répartition d’une variable réelle X
sur un univers ) fini est une fonction en escalier.
Plus précisément, 2 étant fini, X (£2) est fini et
s'écrit { x1,...,x, favecn = 1l,oux; < ... < Ty.
Alors F'x est constante sur les intervalles | —oo, x1 ],
[x1, z2[, [x2, 23], ..., [Tn—1,Zn], [Tn, +oo[, prend
pour valeur 0 sur le premier de ces intervalles, 1
sur le dernier et pour tout i € [1,n — 1] prend la

valeur Z P(X = xy) sur [z;,xiy1].
k=1

Démonstration.
11 suffit de constater que pour tout i € [1,n — 1], et tout
t € [xi, Tit1], 'événement (X < t) n’est autre que I'union
des événements deux & deux disjoints (X = xy) pour k < i,
dont _
Fx(t) = P(X = ).
k=1

De méme on a Fx(t) = 0 pour ¢t €] — oo, z1[ et Fx(t) =

ZP(X =) =1 pour t € [zn, +00[. On en déduit que

k=1
Fx est en escalier. O

Proposition 2.3.4.

La fonction de répartition d’une v.a. réelle est
croissante et continue a droite. Elle a pour limite
0O en —oco et 1 en +o0.

Remarque 2.3.5.

Cette propriété est vraie méme pour les v.a. réelles
définies sur un univers infini (programme de se-
conde année).
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Démonstration.
C’est un corollaire immédiat de ce qui précede. O

Proposition 2.3.6.

La fonction de répartition caractérise la loi d’une
variable X, au sens ou pour tout réel ¢ P(X =
t) > 0 si et seulement si F'x n’est pas continue en
t, et P(X = t) = Fx(t) —limFx.

Démonstration.
La encore, cela découle de ce qui précede. O

FIGURE 1 — Ilustration de la fonction de répar-
tition d’une variable aléatoire X a
valeurs dans {z1,...,z,} avec z1 <
c < T

2.4. Loi usuelles

Dans cette partie, on étendra automatique-
ment les définitions données en commettant ’abus
de notation suivant. Soit X une variable aléa-
toire X a valeurs dans E, A C F tel que Vz €
F\A,P(X =x)=0etVae A,P(X =a) >0 (on
dit que A est le support de la loi de X). Formelle-
ment, X () = E, mais on étendra les définitions
suivantes comme si X () = A.

Exemple 2.4.1.

Si X:Q—{1,2,3,4}, avec P(X =1) = P(X =
1

2):P(X:3):§etP(X:4):O,on

s’autorisera a dire que X suit la loi uniforme sur

{1,2,3}.



a. Loi uniforme

Définition 2.4.2.
Soit ¥ un ensemble fini, non vide. On dit qu’une
variable aléatoire réelle X suit la loi uniforme sur
E et on note X ~ % (E) (voire X = % (F)) si
X(Q) = E et Px est la probabilité uniforme sur
E (autrement dit, pour tout z € E, P(X =x) =
1/Card E).

En particulier pour tout couple (a,b) d’entiers
relatifs avec a < b, on a X ~ % ([a,b]) si et
seulement si

1

V$ € [[(1, b]] m

P(X =z) =

Exemple 2.4.3. — La variable aléatoire mo-
délisant le nombre obtenu par tirage d’un
dé équilibré a 6 faces suit la loi uniforme
sur [1,6].

— Pour modéliser le numéro d’une boule tirée
dans une urne contenant n boules numé-
rotées de 1 a n on prendra une variable
aléatoire suivant la loi uniforme sur [1,n].

Exercice 2.4.4.

On tire deux boules sans remise dans une urne.
Montrer que le couple des numéros tirés (dans
l'ordre) suit une loi uniforme dans I’ensemble des
2-arrangements de [1,n].

Exercice 2.4.5.
Un joueur possede quatre dés : le dé n°1 a 4
faces, len°2 en a 6, le n°3 8 et le n°4 12. Il lance
un dé a 4 faces, obtient 4, lance le dé n°i et note
X le résultat obtenu.

Quelle est la loi de X 7

b. Loi de Bernoulli.

Définition 2.4.6.

Soit p € [0,1]. On dit qu'une variable aléatoire
X est une variable de Bernoulli (ou suit la loi de
Bernoulli) de parametre p et on note X ~ %(p)
si X est & valeurs dans { 0,1} et P(X =1)=p

Exemple 2.4.7. — Modélisons le tirage d’une
piéce a pile ou face par la variable X valant
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0 si I'on obtient pile et 1 si 'on obtient
face. Si la piece est supposée équilibrée, on
supposera que X suit la loi uniforme sur
{0,1} ; que ce soit le cas ou non, il s’agit
d’une variable de Bernoulli de parametre la
probabilité d’obtenir face.

— Si X est a valeurs dans {0,1}, alors X ~
B(P(X =1)).

— De maniere générale, notons A un événe-
ment sur un espace probabilisé 2. Alors x4,
la fonction indicatrice de A, définie par

Q — {0,1}
XATY lsiwe A,
0siwé¢ A.

est une variable de Bernoulli de paramétre
P(A).

Tres souvent, on s’intéressera a un événe-
ment A lors d’une expérience aléatoire et
on dira que 'expérience est un succes si A
est réalisé et un échec si A ne l’est pas. x4
est alors la variable de Bernoulli prenant la
valeur 1 en cas de succes et 0 en cas d’échec.

Exercice 2.4.8.

Montrer que toute variable aléatoire réelle définie
sur un espace probabilisé fini peut s’écrire comme
une combinaison linéaire de variables aléatoires
suivant des lois de Bernoulli.

c. Loi binomiale.

Définition 2.4.9.

Soit n € N et p € [0,1]. On dit qu’une variable
aléatoire X suit la loi binomiale de parametres n
et p et on note X ~ #(n,p) si X est a valeurs
dans [0,n] et pour tout k € [0,n], on a

P(X =k) = (Z)pk(l —-p)" "

Exemple 2.4.10. — Considérons n  expé-
riences aléatoires mutuellement indépen-
dantes toutes de probabilité de succes p.
On modélisera le nombre de succes par
une variable binomiale de parametres n



et p. On verra dans la proposition 2.6.21
une justification mathématique a cette
modélisation.

— En particulier considérons une urne opaque
contenant B boules blanches et N boules
noires indiscernables au toucher (B € N*,
N € N¥), dans laquelle on tire n fois une
boule, avec remise. Alors on modélisera le
nombre de fois ou ’on tire une boule noire
par une variable aléatoire suivant la loi bi-
nomiale de parametres n et N/(B + N).

Exercice 2.4.11.
On considere un joueur jouant au jeu suivant :

— Il mise un euro. Cette mise est définitive-
ment perdue.

— Il lance quatre pieces de monnaie.

— Si exactement trois des pieces tombent sur
pile, il pergoit un euro. Si les quatre pieces
tombent sur pile, il percoit dix euros.

On note X le gain du joueur (mise incluse, le gain
peut donc étre négatif). Donner la loi de X.

2.5. Couples de variables aléatoires.

Dans cette partie, on considere {2 un espace
probabilisé fini et deux variables aléatoires X
et Y.

On écrira X (2) sous la forme { z1,...,zy } et
Y (2) sous la forme { y1,...,yp } ou N et P sont
des entiers.

Remarque 2.5.1.

On peut considérer, en commettant un léger abus
de notation, que (X,Y") est une variable aléatoire,
a valeurs dans { z1,...,zx } X {y1,...,yp }.

Proposition 2.5.2.

La famille (X =z;) N (Y = yj))(i,j)e[[LN]]x[[LP]]
est un systeme complet d’événements.

Démonstration.

Soit (i,7) € [1,N] x [1,P], il suffit de remarquer que
(X,Y) = (zi,y;)] = [X = 2] N [Y = y;] et d’utiliser la
proposition 1.1.13. O

Remarque 2.5.3.
On notera souvent 'événement [X = z]N[Y = y]
par [X =z,Y =y].
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Définition 2.5.4 (Loi conjointe).

On appelle loi conjointe de X et Y laloi du couple
(X,Y), soit laloi Pxy : Z2(X(Q) xY(Q)) - R
vérifiant V(z,y) € X(Q)xY (), Pxy({(z,v)}) =
P((X =2)n (Y =y)) = P(X =2,Y =y).

Exercice 2.5.5.
On tire un dé équilibré a six faces et on lance une
piéce de monnaie équilibrée. On note X la variable
de Bernoulli associée a I’événement «obtenir pile»
et Y la valeur tirée sur le dé.

Donner la loi conjointe de X et Y.

Exercice 2.5.6.

On tire deux dés équilibrés a quatre faces, un vert
et un rouge. On appelle X la valeur obtenue sur
le dé vert, Y la valeur obtenue sur le dé rouge et
Z la somme des deux. Donner la loi conjointe de
X et Y puisde X et Z.

Définition 2.5.7.
On appelle premiére (resp. seconde) loi marginale
du couple (X,Y) la loi de X (resp. de Y).

Proposition 2.5.8.

Les lois marginales du couple (X,Y") sont déter-
minées de facon unique par la loi du couple Px y .
Plus précisément, on a pour tout = € X ()

> Pxy({(z,9)})
yeEY (Q)

= Y PX==zY=y).
yeY (Q)

P(X = 2) = Px({a}) =

Symétriquement, pour tout y € Y (), on a
PY=y)=P{y})= > Pxy{(=v)}
z€X(Q)
= > PX=zY=y).

z€X(Q)

En revanche, les lois marginales ne suffisent pas a
déterminer la loi du couple.

Démonstration.
Pour le premier point, considérons z € X () et remarquons



alors qu’on a

yey ()

Or cette union est une union disjointe, d’ou 1’égalité

yeEY (Q)

D’ou le premier point. Autrement dit : la famille des
(Y = y) pour y € Y(Q2) constitue un systéme complet
d’événements et le résultat se déduit immédiatement de la
formule des probabilités totales.

Pour le second point, il suffit de montrer que deux
couples peuvent avoir des lois différentes bien qu’ayant les
mémes lois marginales. On peut par exemple considérer,
sur P'univers Q = { 1,2 } muni de la probabilité uniforme,
les variables de Bernoulli X et Y définies par X(1) = 1,
X(2)=0,Y(1) =0et Y(2) = 1. Alors les variables X et Y
ont méme loi, les deux couples de variables aléatoires (X, X)
et (X,Y) ont donc mémes lois marginales. Cependant, ils
ont des lois conjointes différentes puisque Px x(1,1) =
et Px.y(1,1) =0.

Exemple 2.5.9.

On lance deux dés a 6 faces et I’'on note X et Y
le résultat de chacun. Alors (apres avoir modé-
lisé cela), les lois jointes de (X, X) et de (X,Y)
sont différentes alors que (X, X) et (X,Y) ont les
mémes lois marginales.

[jm\»—‘

Remarque 2.5.10.
Laloi de Y conditionnellement & X = x ne dépend
que de la loi jointe de X et de Y

P(X ==z,Y =y)

N S P(X=2Y=2)
2€Y(Q)

P(X:x)(Y = y)

On peut généraliser de la méme maniére ces
notions sur les couples de variables aléatoires et dé-
finir la loi conjointe d’un n-uplet de variables aléa-
toires, les n lois marginales de ce n-uplet ainsi que
la loi conditionnelle d’une variable, par exemple
X, sachant X1 =z, ... et X;,o1 = xp_1.

2.6. Variables aléatoires indépendantes.

Dans ces parties, sauf mention expresse du
contraire, X et Y sont des variables aléatoires
a valeurs respectivement dans des ensembles E
et F.
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Définition 2.6.1.
On dit que X et Y sont indépendantes si pour
tout € E et tout y € F' on a

P(IX = 2][Y = y))=P(X = &) P(Y =y).

On dira que deux variables aléatoires sont indé-
pendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) si
elles sont indépendantes et de méme loi.

Notation 2.6.2.
On note X 1l Y pour signifier que X et Y sont
indépendantes.

Remarque 2.6.3.
On écrira souvent cela comme

P X =2z,Y=y)=PX=2)PY =y).

Deux v.a. sont donc indépendantes si et seulement
si leur loi jointe se factorise en le produit de leurs
lois.

Exemple 2.6.4.

Si l'on tire deux dés ou si ’on effectue deux tirages
avec remise dans une urne, on modélisera les deux
résultats comme des v.a. indépendantes.

Exercice 2.6.5.

On effectue deux tirages sans remise dans une
urne contenant n boules. Modéliser. Les numéros
tirés sont-ils indépendants ?

Proposition 2.6.6.
X et Y sont indépendantes si et seulement si pour
tout A C E et tout B C F, on a

P((X,Y)e Ax B) = P(X € A)P(Y € B). (3)

Démonstration.

Pour le sens indirect, c’est-a-dire pour montrer 1’égalité (2),

sous ’hypothese que I'égalité (3) est vérifiée pour tout A

et tout B, il suffit de choisir A={x} et B={y}.
Montrons le sens direct : supposons donc qu’on a (2)

pour tout (z,y) € E X F et montrons que pour tout

(A,B) € Z(E) x Z(F), on a (3). Quitte & remplacer



A par AN X(Q) et B par BNY (), on peut supposer que
A et B sont des ensembles finis. On a alors

(X €Al=JIX =4
z€A
Y eB =¥ =y
(x,V)eAxBl= |J [X=an[y=y
(x,y)EAXB

Or ces trois unions sont des unions disjointes, donc :

U

P((X,Y)GAXB):P( [x:xm[y:y])
(z,y)EAXB
- >

P(X =z|n[Y =y])
(z,y)EAXB
= > PX=2)xP(Y=y)
(z,y)EAXB
- (ZP(X = x)) x (ZP(Y =
z€EA yeB
:P(U[X:x]) x P(U[Y:y})
TEA yeB
=P(X € A) x P(Y € B).

O

Exercice 2.6.7.
Soit X, Y indépendantes de loi uniforme sur [1, n].
Calculer P(X <Y).

Proposition 2.6.8.

Soit E, E', F et F’ quatre ensembles. Soit f :
E — E' et g: F — F'. Soit alors X et Y deux
variables aléatoires indépendantes. Alors f(X) et
g(Y') sont des variables aléatoires indépendantes.

Démonstration.
Soit A’ C E' et B’ C F’. D’aprés la proposition qui précede,
il suffit de montrer

P((f(X),g(Y)) € A' x B)

Or on a

[(f(X),9(Y)) € A’ x B] =

Et d’autre part, on a

[f(X) e Al

=P(f(X) € A)xP

[f(X)eA]n[g(Y)eB].

={weQ| f(X(w))
z{wGQ‘X(w)Ef_
=[x ef (A

cA}
1(A/)}

(9(Y) € B).
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et de la méme fagon, on obtient :

[g()eB|=[yeg '(B)].
On en déduit
[(f(X),9(Y)) € A" x B']
[f(X) } [9(Y) € B]
=[xers ] [V eq ' (B))]
=[x, HA) x g7 (BN)].
Puis
P((f( )€ A" x B')
=P((X,Y) € f Ay x g~1(B")
=P(X e f ')xP(YGgl(B))
—P(f(X) € A') x P(g() € B,
qui est ce qu’on voulait démontrer. O

Définition 2.6.9.

Soit n un entier et Xq, ...,

toires & valeurs dans des ensembles respectifs Fy,
, E,. On dit que les variables Xi, ..., X,

sont mutuellement indépendantes si pour tous

x1, ..., T, appartenant respectivement a X (),

oy Xn(Q), on a

P(ﬁ(Xl

=1

X, des variables aléa-

n
= :m) =[P = (4)
i=1
On dira que des variables aléatoires sont indépen-
dantes et identiquement distribuées (i.i.d.) si elles
sont mutuellement indépendantes et de méme loi.

Remarque 2.6.10.
On montrera bientét que des variables aléatoires
mutuellement indépendantes le sont deux a deux.

A Comme le montre I'exemple 2.6.11, des
v.a. indépendantes deux a deux ne le sont pas
forcément mutuellement.

Exemple 2.6.11.
Soit X, Y i.i.d. de loi de Rademacher : P(X =

1
1) =P(X =-1) = 3 soit Z = XY. Montrer

que X, Y et Z sont indépendantes deux a deux,
mais pas mutuellement.



Proposition 2.6.12.

Les variables aléatoires X7, ..., X,, a valeurs dans
des ensembles respectifs F, ..., E, sont mutuel-
lement indépendantes si et seulement pour tous
sous ensembles respectifs Ay, ..., A, de F1, ...,
E,,on a

= ﬁP(Xi € A). (5)

Démonstration.
La démonstration est similaire a celle du cas de deux
variables.

Pour le sens indirect, c’est-a-dire pour montrer 1’éga-
lité (4), sous ’hypothése que 1’égalité (5) est vérifiée pour
tous ensembles A1, ..., A, il suffit de choisir A; = { z; }
pourt=1,...n.

Montrons le sens direct : supposons donc qu’on a (4)
pour tous x1, ..., T, appartenant respectivement a E, ...,
FE, et montrons que pour tous sous ensembles respectifs
Ai, ... A, de Eq, ..., En, on a (5). Quitte & remplacer
chaque A; par A; N X;(€), on peut supposer que les A;
sont des ensembles finis. On a alors, si 1 < i < n,

(X; € A) = U (Xi = ).

T €A;
Ainsi,
P(ﬁ(Xi € Az)) =P (ﬁ U (Xi = m1)>
i=1 i=1a;€A;

=P

U

(T1,...,&n)EALX...XAp i=1

Or, cette réunion est disjointe, donc

n
P(Aoen)- ¥

i=1 (T1,.-es Tp)EALX...X
Par indépendance mutuelle,
P<ﬂ(Xi € Ai)> = > [[Pexi==)

i=1 (T1,.-,Tn)EALX... XAy i=1

-

i=1x;€A;

[
=

P(X7 S Az),

=1

d’ou le résultat. O
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Remarque 2.6.13.

Notez la différence entre la définition d’événe-
ments mutuellement indépendants et celle de va-
riables mutuellement indépendantes : dans ce der-
nier cas, la définition ne demande pas de regarder
pour tous les sous-ensembles de [1,n], pour une
bonne raison : le résultat suivant assure que si
Iégalité (4) est vérifiée, alors elle est vraie aussi si
I’on effectue le produit et I'intersection seulement
pour un sous-ensemble de [1, n].

Proposition 2.6.14.

Toute sous-famille d’une famille de variables aléa-
toires mutuellement indépendantes est constituée
de variables mutuellement indépendantes : soit
X1, ..., X, des variables aléatoires mutuellement
indépendantes et I C [1,n]; alors les X; pour
1 € I sont mutuellement indépendantes.

Démonstration.
D’apres la proposition 2.6.12, il suffit de montrer que pour
toute famille d’événements A; pour i € I, on a

P(ﬂ(Xi € Ai)>

iel

iel

Considérons donc une telle famille quelconque, et posons
A; = E; pour ¢ € [1,n] \ I. Alors, pour tout ¢ € [1,n] \ I,
I'événement X; € A; est certain, c’est-a-dire est égal a €.
Donc

P <ﬂ(xi € Ai)> =P (ﬁ(xi € Ai)>

i€l i=1
=[] Pexi e 4)
i=1

iel

Corollaire 2.6.15 (Lemme des coalitions).
Soit (X1,...,Xy) des variables aléatoires mutuel-
lement indépendantes, I et J deux sous-ensembles
disjoints de {1,...,n}.

Alors les variables aléatoires (X;)icr et (X;)jes
sont indépendantes.

Démonstration.
Direct, par indépendance mutuelle de la famille (Xx)reruJ.

O



Remarque 2.6.16.

Ce lemme se généralise directement a ’indépen-
dance mutuelle de m « paquets » de variables aléa-
toires pris sur m sous-ensembles disjoints deux a

deux de {1,...,n}.

Proposition 2.6.17.
Si Xq,...,X, sont des variables aléatoires mu-

tuellement indépendantes et f1,..., f,, sont des
fonctions définies sur X;(Q),..., X,,(2), alors

fi(X1),..., fn(X,) sont mutuellement indépen-
dantes.

Démonstration.

Exactement comme pour deux v.a. O

Exemple 2.6.18.

Si X,Y, Z, T sont quatre v.a. réelles mutuellement
indépendantes, alors (X,Y), Z,T sont aussi mu-
tuellement indépendantes, tout comme X +Y,e?
et T2.

Proposition 2.6.19.

Soit n € N, Ay, ..., A, n événements et X,
..., Xy les variables de Bernoulli respectivement
associées a ces événements. Alors les événements
Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants si et
seulement si les variables aléatoires X, ..., X,
sont mutuellement indépendantes.

Démonstration.

Supposons que les événements Ay, ..., A, sont indépen-
dants. Soit alors 1, ..., z, n éléments de { 0,1 }. Notons
B; 'événement X; = x; pour ¢ € [1,n]. Alors pour tout

i,ona B; = A; ou B, = A;. Donc les événements B,
.., Bn sont mutuellement indépendants. On en déduit
successivement :

o))

Ainsi, les variables aléatoires X1, ..., X, sont mutuellement
indépendantes.

Réciproquement, supposons que les variables aléatoires
X1,...,X, sont mutuellement indépendantes et montrons

que les événements Ay, ..., A, le sont aussi. Soit I C [1,n].
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Alors les X; pour i € I sont mutuellement indépendantes,
en particulier, on a

P(ﬂ(Xi = 1)) =[] Pxi=1)

iel iel
Or pour tout ¢ € I, ’événement (X; = 1) n’est autre que
A;. On en déduit donc le résultat. O

Remarque 2.6.20.
Si X1,...,X, sont des variables aléatoires suivant
des lois de Bernoulli, alors

n

ZXi =Card{ie[l,n] | X;=1}.

i=1
On remarquera, sans s’émouvoir, que
{iel,n] | X; =1} est une variable aléa-
toire & valeurs dans Z([1, n]).

Proposition 2.6.21.
Soit p € [0,1] et n € N. Soit X3, ..., X,, n va-
riables aléatoires suivant toutes la loi de Bernoulli
de parametre p et mutuellement indépendantes.
Alors la variable X & valeurs dans [0, n] définie
par

X=X1+...+X,

suit la loi binomiale de parameétres n et p.

Démonstration.
On a, pour tout i € [1,n], X;(Q) ={0,1}, donc X(Q) C
[0,n].

Posons £ = {0,1}", et pour tout élément (z1,...,Zs)
de E, on note Ay, ... 4,) 'événement ()"_, (X; = ;). La
famille (Az),cp est un systeme complet d’événements.
Donc on a, pour tout k € [0, n]

x=k=JxX=knA,

I
(-

A(Il ,,,,, T ):
w14t =k

Or les A, forment un systéeme complet d’événements. On
a donc

P(A@y, oz NX = k)

P(A@y . zn))-

(1, xzn)EE
z1+-tznpn=k

Or, les X; étant mutuellement indépendantes, pour tout
(z1,...,7n) € F,0n a

n

1=1



Or pour tout 4 € [1,n], X; est une variable de Bernoulli
de parameétre p, donc si z; = 1, P(X; = z;) vaut p et si
z; =0, P(X; = x;) vaut (1 — p). Donc si k est le nombre
de membres du n-uplet (z1,... ,mn) valant 1, on a

P(Awy,...zn)) = pk(l fp)nfk
D’ou

prL—p)*

>

(21, 2n)EE
z1+-Fop=k

= (Z)p"’(l -p)" "

On peut aussi le montrer par récurrence sur n. En notant
n

Sy = ZXk, alors naturellement S1 ~ %(1,p).
k=1
Supposons que S,—1 ~ Z(n —1,p). Alors X,, est indé-
pendante de (X1,...,X,—1) donc de S,,—1. Il ne reste plus
qu’a montrer que si Y ~ ZB(n — 1, p) est indépendante de
Xy, alors S = X, +Y ~ B(n,p).
Comme X:(Q) = {0,1} et Y(2) = [0,n — 1], alors
S(Q) C [0,n]. Soit k € [0,n], calculons P(S = k).
— Sik=0,PS=0)=P([X,=0Nn[Y =0]) et
donc par indépendance de X, et de Y, P(S =0) =
P(Xn =0)P(Y =0) = (1-p)-(1-p)" ' = (1-p)".
— De méme, si k =n, P(S=n)=P([X, =1]N[Y =
n — 1]) et donc P(S = n) = P(X, = 1)P(Y =
n—1)=p-p" ' =p".
— Si0 < k < n, alors ([X, =0],[X, =1]) est un
systeme complet d’événements, donc par la formule
des probabilités totales

P(S =k) = P([S = k| N[X, = 0])
+P(S=k—1]N[X, =1])

— P(IY = K] N [X,, = 0])
+P(Y =k —1]N[X, = 1))

in:d PY =k)P(X, =0)

L P(Y = k—1)P(Xn = 1)
= (" et

n—1\ x_1 n—1—(k—1)
11— .
+ (k 1)1) (1-p) p

=pF(1—pF Kn;1> + <Z_ 1)]
=p*(1-p)"" (k)

par la formule du triangle de Pascal, ce qui permet
de conclure.

O

Remarque 2.6.22.
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Dans le dernier calcul, on pouvait aussi écrire

P(S = k) = Pix_q(S = K)P(X = 0)
+ Px_y)(S = K)P(X = 1)
= Pix—q(Y =k)P(X =0)
+ Py (Y =k~ 1)P(X = 1)

puis de voir, par indépendance de X et de Y, que
Pix—q)(Y = k) = P(Y = k) ainsi que Px_1j(Y =
E—1)=PY =k-1).

Nous n’avons fait que détailler ceci.

2.7. Espérance.

Définition 2.7.1.
Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle
espérance de X et on note E(X) la somme

> P(X =z

z€X(Q)

On dit qu’une variable aléatoire X est centrée
si son espérance est nulle.

Remarque 2.7.2. 1. L’espérance est la
moyenne des valeurs prises par X, pondérées
par leurs probabilités.

2. L’espérance de X ne dépend que de la loi de
X, donc deux variables ayant méme loi ont
méme espérance.

Exercice 2.7.3.
On lance deux dés et on note X la somme des
deux résultats. Calculer 'espérance de X.

Proposition 2.7.4.
Soit X une variable aléatoire réelle. Alors on a

B(X) =) Plw}Xw).

weN

Démonstration.
Il suffit de remarquer que pour tout z € X(2), on a
{X=2}={weQ | X(w)==z}, donc

> P{w))

weQ
X (w)=2



On a alors successivement :

>

zeEX(Q)

B(X) = > PHw)) |2

w
w)=z

>

> PlwhX(w)

zEX(Q) X?];,JG)Q:.T,
=) PlwhX(w)
weN

Proposition 2.7.5.

L’espérance est linéaire et positive, donc crois-

sante. Plus précisément, soit X et Y deux va-

riables aléatoires réelles et a et 8 deux réels.
Alors

E(aX + AY) = aE(X) + BE(Y)

De plus si X est presque stirement a valeurs posi-
tives (P(X > 0) = 1) alors E(X) > 0.

Enfin, si I’événement X < Y est presque sfr,
alors E(X) < E(Y).

Démonstration.

Les deux premiers points se déduisent immédiatement de

la proposition 2.7.4 (pour le second on utilise que pour

z<0,onaPX=z)< P(X<0)=1-—P(X >0)=0).
Le troisiéme se déduit du fait que E(Y) = E(Y — X) +

E(X)etque PY - X >0)=P(X<<Y)=1 O

Remarque 2.7.6.
La propriété précédente s’étend naturellement,

par récurrence, a toute combinaison linéaire (finie
1) de variables aléatoires.

Remarque 2.7.7.
Si X est une v.a. réelle, alors X —E(X) est centrée.

Proposition 2.7.8.
Une variable aléatoire positive d’espérance nulle
est nulle presque-siirement.

Démonstration.
On a une somme de termes positifs qui est nulle. O
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Proposition 2.7.9 (Espérance des lois usuelles.).
Soit C € R, pe[0,1],n €N, a,b € Z.

1. L’espérance d’'une variable aléatoire
constante de valeur C' est égale a C.

2. L’espérance d’une variable aléatoire suivant
la loi de Bernoulli de parametre p est p.

3. L’espérance d’une variable aléatoire suivant
la loi binomiale de parametres n et p vaut
np.

4. L’espérance d’une variable aléatoire suivant
la loi uniforme sur [a,b], avec a < b, vaut
a+b

e

Démonstration.

Les deux premiers points se déduisent directement de la
définition. Pour le troisieme, on sait que l’espérance d’une
variable aléatoire ne dépend que de sa loi. Etant donné
une variable X sur un espace probabilisé 2 suivant la loi
binomiale de paramétres n et p ot n € N et p € [0,1],
on construit une variable aléatoire Y, sur un autre espace
de probabilité ', de facon & ce que d’une part Y suive
la loi binomiale de parameétres n et p et d’autre part Y
s’écrive comme somme de variables Y7, ..., Y, de Bernoulli
indépendantes, toutes de parameétre p. On a alors

Voici comment construire 2" et Y. On pose Q' = {0,1}" et
pour tout w = (w1,...,wn) € ', on pose p, = [, a(wi),
ou a(0)=1—-pet a(l) =p.

On a

S e

weY (W1,.eey wp)€{ 0,1} i=1
n
=11 a(ws)
i=1w;€{0,1}

Ainsi, il existe une probabilité sur €’ vérifiant pour tout
we, P{w}) = po.
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On définit alors, pour ¢ € I, Y; la variable aléatoire de
Bernoulli vérifiant Y; (w1, ...,ws) = w;. Alors les Y;, pour
i = 1,...,n sont des variables aléatoires mutuellement
indépendantes. En effet, soit x; pour ¢ = 1,...,n des
éléments de { 0,1 }.

Soit ¢ € [1,n], on a alors

> [T

(wy,--0s wn)€{ 0,1} j=1

wi=x;

=a@) [ Y atw)

It wje{0,1}
e [[0-p+p)
i

= a(x;).

Par ailleurs, on a

(o)

= Ha(yc

P({ (z1,..,2a) })

donc

P(ﬂ{n_m}> =[] rwi=

Concernant le dernier point, il suffit de voir que si X ~
([[a b]), alors X % ([0,b—a]). Soit donc n € N et
~ 2 ([0,n]),

EY = zn: kP(Y =
k=0

o~
alors

1 - n
— k= —

ce qui permet de conclure par EX = E[X —a] +a =
b—a _a+b
3 +a= 5 O

Remarque 2.7.10 (tres utile).
Si A est un événement, comme 14 ~ Z(P(A)),
alors E[14] = P(A).

Proposition 2.7.11 (Formule de transfert).

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans E et
f:X(Q) = R. Alors

= ), PX=2)f()

z€X(Q)
Démonstration.
On a déja noté que pour tout z € X(Q2), on a
P(X=z)= > PH{w).
wEeN
X (w)=a
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En posant s = Z P(X =z)f(x), on a alors successi-

zeX ()
vement :

s= > | Y. PHw}) |f@)
TEX(Q) X(Z}we)sia:
= > | Y Pehfxw)
zex (@) \ jwea
=) PHwHI(X)(w)
=E[f(X)].
O
Remarque 2.7.12.
La formule de transfert montre que E [f(X)] dé-

pend juste de la loi de X et de f. Pour calculer
cette espérance, nul besoin d’obtenir la loi de

f(X) !
Exercice 2.7.13.
Si X ~ %([0,n]), calculer E [X?].

Proposition 2.7.14 (Espérance de variables in-
dépendantes).

Soit X et Y deux variables a valeurs réelles indé-
pendantes. Alors E(XY) = E(X)E(Y).

Démonstration.
On a, par la formule de transfert (appliquée & (X,Y) et &

(2,) = 2),
b

E(XY) =
(@) EX ()XY (Q)

- >

() €X(2)XY(Q)

= Z P(X =xz)z X Z P(Y =y)y
z€X(Q)) yeEY (Q)

= E(X)E(Y)

P((X,Y) = (z,y))zy

Remarque 2.7.15.

La réciproque est bien entendu fausse. Considérez
par exemple la variable X ~ % (—1,0,1) et Y =
X2

Remarque 2.7.16.

Cela se généralise : si Xi,...,X, sont des

v.a. réelles mutuellement indépendantes, alors
EX:... X, =E[X1]...E[X,].
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Proposition 2.7.17 (Inégalité de Markov). On appelle variance de X, notée V(X) (ou
Soit X une variable aléatoire réelle a wvaleurs po- parfois 02(X)), la quantité

sitives presque-stirement. Soit £ € R%. On a :
2
V(X) =E((X - B(X))*).

E(X
P(X>1t) < (7) ;
t On appelle écart-type de X et on note o(X) la
racine carrée de la variance :
Démonstration. o(X)=/V(X)
On a
On dit que X est une variable aléatoire réduite
=Y PlwhX(w) si sa variance est 1.
weN
= P X P X
; ({whX(w)+ ;ﬁ {whX(w) Remarque 2.8.2. 1. La variance et ['écart-
Flw)zt 0sX (w)<t type ne dépendent que de la loi de X.
+ ZQ P({whX(w) 2. Intuitivement la variance mesure la
weE
X(w)<o « moyenne » du carré des écarts a la
> Z Plw}X(w) « moyenne ». C’est donc une mesure de la
xiS8, dispersion des valeurs autour de la valeur
o Z P({w}) moyenne prise par la variable aléatoire X. Si
- ~ la variable X est exprimée dans une unité u,
Kz la variance sera exprimée dans I'unité u? (et
2tP{we ] X(w) >1}) Pécart-type dans l'unité u).
>tP(X >1t)

Sinon, il suffit de voir que Y = t1x>; est une variable Proposition 2.8.3 (Formule de Ké’)nig—Huygens).
aléatoire inférieure & X p.s., puis de considérer son espé-

. . . N Soit X une variable aléatoire réelle. Alors la va-
rance. En effet, 1 x> suit la loi de Bernoulli de parameétre ) y X
P(X >t), donc riance est la différence entre 1’espérance de son

carré et le carré de son espérance :
E[Y] = tE[1x>] = tP(X > t) < E[X].

V(X) = B(X?) - E(X)2

Remarque 2.7.18.
C’est une inégalité fondamentale en probabilité,

; Démonstration.
vous la retrouverez de nombreuses fois : retenez 11 suffit d’utiliser la définition, la linéarité de ’espérance
la bien ! et le résultat sur 'espérance d’une variable constante pour

obtenir successivement :

Exemple 2.7.19.

n étudiants ont travaillé au mois de juillet dernier.
En moyenne, leur travail leur a rapporté 750 euros
chacun. Donner un majorant de la proportion
d’étudiants ayant gagné au moins 1000 euros.

V(X) = E((X — E(X))?)

E(X? - 2E(X)X +E(X)?)
E(X?) - 2E(X E(X)+E(X)2
B(X

) -

2.8. Variance, écart type et covariance.

Proposition 2.8.4.
Définition 2.8.1. Soit X une variable aléatoire réelle, et a et b deux
Soit X une variable aléatoire réelle. réels.
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Alors

E(aX +b) = aE(X) + b,
V(aX 4 b) = a*V(X),
o(aX +b) = |a|o(X).

En particulier, si o(X) # 0, la variable Y définie
par
v — X - E(X)

o(X)

est une variable centrée réduite.

Démonstration.

On connait déja le premier point. Il suffit de remplacer
par les définitions et de calculer pour conclure pour les
autres. O

Proposition 2.8.5 (Variance des lois usuelles).
Soit p € [0,1] et n € N*,
1. Toute variable aléatoire constante p.s. est de
variance nulle.

2. Toute variable aléatoire réelle suivant la loi
de Bernoulli de parametre p a pour variance
p(1 —p).

3. Toute variable aléatoire réelle suivant la loi
binomiale de parametres p et n a pour va-
riance np(1 — p).

4. Toute variable aléatoire rélle suivan;cl 21& 15)1

12

uniforme sur [1,n], a pour variance

1. Direct.

2. Considérons X une variable aléatoire réelle suivant
la loi de Bernoulli de parametre p. Alors V(X) =
EX)-EX)2OrP(X*=1)=P(X=1)=pet
donc E(X?) = p. Donc V(X) =p —p* = p(1 — p).

3. Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi bino-
miale de parameétres p et n. Alors on peut construire
une variable aléatoire réelle Y de méme loi que X,
donc de méme variance, de fagon que Y soit la somme
de n variables de Bernoulli Y7, ..., Y, de paramétre
p mutuellement indépendantes.

Démonstration.

On verra plus loin que dans le cas particulier de
variables deux a deux indépendantes, la variance de
la somme est égale & la somme des variances. On a
donc ici :

V(Y) =) V(Y:) = np(1-p)
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: )
aveca < b. X—a ~ % ([0,b—a]) et V(X —a) = V(X).
Soit Y ~ % ([0,n]), avec n € N, calculons V(Y)
Par la formule de Kénig-Huygens, V(Y) = E [YZ] —

2
EYP =E[Y?] - % De plus, par la formule de

transfert,

E[Y?] = i KP(Y = k)
k=0

k=0
_n(2n+1)
==

Ainsi,

_2n(2n+1) 3n?

VY) = _n(n+2)

12 12 T 12
Donc V(X) = —(b—a)(ll)z—a—FQ)

bien I'énoncé avec b =n et a = 1.

et 'on retrouve

O

Théoréme 2.8.6 (Inégalité de Bienaymé-Tche-
bychev).

Soit X une variable aléatoire réelle, V(X) sa va-
riance, soit € > 0. Alors

V(X)

P(IX —E(X)| 2 ¢) <

€

Démonstration.
1l suffit de constater que (X — EX)? est une v.a. positive,
donc d’apres I'inégalité de Markov :

P(X —E(X)| > ) = P((X - E(X))* > &%)

Remarque 2.8.7.

Cette inégalité controle la déviation d’une va-
riable aléatoire par rapport a sa moyenne. C’est
un résultat fondamental !

Corollaire 2.8.8.
Une variable aléatoire de variance nulle est
constante presque-siirement.



Démonstration.

Remarquons que (X — E [X])? est positive, donc si V/(X)
0 alors p.s. (X — E[X])? = 0, en utilisant le résultat 2.7.
Ainsi p.s. X = E[X].

||

O

Définition 2.8.9 (Covariance).

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles. On
appelle covariance de X et Y et on note Cov(X,Y)
le réel

Cov(X,Y) = E(X — E(X))(Y — E(Y))).

Si Cov(X,Y) =0, on dit que X et Y sont décor-
rélées.

Remarque 2.8.10.
Cov(X, X) n’est autre que V(X) et Cov(X,Y) =
Cov(Y, X).

Remarque 2.8.11.
Si 0(X) = 0, nous avons vu que X = E[X] p.s,
donc Cov(X,Y) = 0.

Si o(X) et o(Y') ne sont pas nuls, on définit le
coefficient de corrélation de X et de Y par

Cov(X,Y)

PXY) = e

L’inégalité de Cauchy-Schwarz (que nous verrons
bient6t) permet de montrer deux résultats inté-
ressants :
o p(X,Y) € [-1,1] ;
e si |p(X,Y)| = 1, alors il existe a,b,c € R
tels que aX +bY =c p.s, i.e. X et Y sont
p.s. en relation affine.
On montre aussi facilement que, si 'on résout
le probleme de régression affine de 'Y sur X par
moindres carrés, i.e. si ’on minimise en a,b € R
la quantité :

E[(Y - aX —b)*],

alors le coefficient a optimal (c’est la pente de la
droite de régression de Y sur X) est
~ Cov(X,Y)
- V(X)

oY)
o(X)

= p(va) X

Remarquons que, dans ce cas, effectuer la régres-
sion de Y sur X n’est pas la méme chose que
d’effectuer la régression de X sur Y !
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Si X et Y sont centrées-réduites (en pratique,
il convient souvent de centrer-réduire ses données
avant d’effectuer un traitement statistique dessus),
on s’apercoit que

a=p(X,Y).

+ + Réalisations de (X,Y)

5|| == Régression de ¥ sur X =
<4
- Régression de X sur ¥’ RS - +

FIGURE 2 — Exemple de régression affine par
moindres carrés, ici p(X,Y) =

3
— =~ 0,65.
¢7 ’

Exercice 2.8.12.

Soit (2, P) un espace probabilisé fini, X une va-
riable aléatoire réelle définie sur Q) et f une fonc-
tion réelle croissante.

Montrer que Cov(X, f(X)) > 0.

Proposition 2.8.13.
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles. Alors
on a

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Démonstration.

Comme pour la formule de Koénig-Huygens :
Cov(X,Y)=E(X — E(X))(Y — E(Y))

= E(XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y))
=E(XY)-E

E(XY) - E(X)E(Y).

O

(X)E(Y) = E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
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Remarque 2.8.14.
Par la formule de transfert,

E[XY] = > ryP(X =z,Y =y).
zeX(Q), yeY (Q)

Corollaire 2.8.15.
Deux variables aléatoires indépendantes ont une
covariance nulle.

Remarque 2.8.16.

Comme montré par 'exemple X ~ % (—1,0,1) et
Y = X2, deux variables peuvent étre non corrélées
mais sans étre indépendantes.

Proposition 2.8.17.
Soit n € N et X1, ..., X, n variables aléatoires
réelles. Alors on a

n n
VO X)) =) V(X)+2 > Cov(Xy X;).
=1 =1 1<i<jisn
Démonstration.

Posons, pour i =1,...,n,Y; = X; —E(X;) et X = E Xi.
=1
Ona:

()

_E<Zn:Y;-2+2 > YiYJ)
i=1

1<i<j<n
=Y Bz 3 B
i=1 1<i<j<n

= zn: VI(Xi) +2 Z Cov(X, Xj).

1<i<j<n

Corollaire 2.8.18.

Dans le cas particulier ou les variables X1, ..., X,
sont deux & deux décorrélées, la variance de leur
somme est égale a la somme de leurs variances.

Remarque 2.8.19.
On déduit de ce résultat la variance de la loi
binomiale, comme on I’a vu plus haut.

26



