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Dans tout ce chapitre et sauf mention expresse
du contraire, n, m, p, q, r et t désignent des entiers
naturels non nuls, et K désigne R ou C.

1. Structure de .#, ,(K).

On reviendra avec profit sur le cours sur les
matrices du premier semestre.

1.1. Structure d’espace vectoriel.

Théoreme 1.1.1.
(A, p(K), +,.) est un K-espace vectoriel de base

(Eivj)(i,j)e[[l,n]]x[[l,p]]’ avec E@j = (5k1 X 5€j)(k,£)' En
particulier

dimg Ay, »(K) = np.

La base (Ei,j)(i DelLnlx[1p] &St 1a base canonique
de My, p(K).

Démonstration.
On a déja vu qu’il s’agissait d’'un K-ev puisque :

1. (A, p(K),+) est un groupe abélien (+ est une loi
de composition interne, associative, commutative, ad-
mettant un élément neutre — la matrice nulle — et
pour laquelle tout élément admet un opposé — la
matrice de coefficients opposés).

2. Pour toute M € M »(K),1-M =M.
3. Le produit externe est distributif a droite par rapport
a l’addition.
4. Le produit externe est distributif a gauche par rapport
a laddition.
5. On a la propriété d’associativité mixte.
11 reste & montrer que la famille des (E; ;)
en est une base.
Pour cela, il suffit de remarquer que pour toute matrice
M, de coefficients (m.;) on a

(5,7)€1,n]x [1,p]

(i,5)€[1,n]x[1,p]

M = Z mijEi]‘.

(&:3)€[1,n]x[1,p]

On en déduit donc :

— d’une part que toute matrice M s’écrit d’au moins
une facon comme combinaison linéaire des F;; pour
(4,7) € [1,n] x [1,p] et que la famille (E;;) est
génératrice ;

— d’autre part que toute combinaison linéaire des (E;;)
est égale a une matrice dont les coefficients sont
ceux de la combinaison linéaire, qu’en conséquence
toute combinaison linéair'e Z(i,j)e[[l,n]]x[[l,p]]_ Aij Eij
de valeur nulle est aussi égale a la matrice des
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()\ij)(i Se[1,n]x[1,p) dui ne peut donc avoir que des
coefficients tous nuls et que la famille des (E;;) est
donc libre.

O

1.2. Remarques sur le produit.

a. Colonnes d’un produit.

Proposition 1.2.1.

Soient A € My, ,(K) et B € M, 4(K). Soit a €
[1,q]. Notons C, la a® colonne de B. Alors la a°
colonne de AB est la matrice AC,,.

Démonstration.
Le produit AB est la matrice de coefficients

P
Zaikbkj )
k=1 (3,5)€[1,n]x[1,q]

qui possede ¢ colonnes, comme B. La «° colonne de cette
matrice existe donc et a pour coefficients

p
Zaikbka .
k=1 i€[1,n]

Notons ci, . .., ¢p les coeflicients de C. La matrice AC,
est la matrice colonne de coefficients

P
Zaikck .
k=1 i€[1,n]

Or C,, est la a® colonne de B, donc pour tout k € [1, pJer =

bra-
AC, a donc méme coefficients que la a® colonne de AB,
elle lui est donc égale. O

b. Application canoniquement associée.

Définition 1.2.2.
Soit M € My ,(K). On appelle application li-
néaire canoniquement associée a M Vapplication

w: «//J(K) — ;/fml(K)
' X — MX

ou, en identifiant KP avec .#)1(K) et K" avec
M1 (K)
Kr — K"
I
(1,...,2p) — M

Lp



Proposition 1.2.3.

Cette application est bien une application linéaire.

Démonstration.
Pour tout (X,Y) € #,,1(K) et tout A € K, on a
uAX +Y) = M(AX +Y)
= \(MX)+ MY
= Au(X) + u(Y).

Définition 1.2.4.

On appelle noyau (resp. image) de M et on note
Ker M (resp. Im M) le noyau (resp. I'image) de
I’application linéaire canoniquement associée a

M.

Remarque 1.2.5.
Si M € My p(K), le noyau de M est 'ensemble des

solutions du systeme linéaire homogene M X = 0.

c. Produit d’éléments des bases canoniques.

On étend les résultats vus au premier semestre
au cas des matrices non carrées.

Proposition 1.2.6.
Notons
- (Eij)(i,j)e[[l,n]]x[[l,p]] la base canonique de

n,p )
— b
(E”>(z’,j)e[[1,p}]x[1,q]] celle de .2, 4(K).
— (& celle de 4, 4(K).

Y/ (@,5)€lL,n]x[Ld]

(4,9) € [1,n] x [1,p];
(k,h) € [1,p] x [1,4].

Soit
Alors
Eij x Epp, = 01 Ejp,

_ { hosii=k,

0pg sinon.

Remarque 1.2.7.

Dessiner les matrices pour voir de quoi il retourne.

La démonstration suivante n’est que la description
du dessin.
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Démonstration.

Soit « € [1,¢]. La a° colonne de E;; x Ey,;, est E;;C, ol
C, est la a° colonne de E},,. Si a # h, Cy = 0p1, donc
toutes les colonnes de E;; x Ej,, sont nulles sauf peut-étre
la he.

Cette h® colonne de Eyj est égale & E;;Ch. C), étant
le k° vecteur de la base canonique de .4 1(K), E;;Ch est
la k¢ colonne de Ejj;. Celle-ci est nulle si j # k. Sinon, il
s’agit du i® vecteur de la base canonique de ., 1(K).

On en déduit le résultat.

On peut également adopter une démonstration purement
calculatoire. Notons (mab)(a,b)e[u,n]]xe[u,q]] les coefficients
du produit E;;Ey),. Alors, soit (a,b) € [1,n] x [1,¢]. On a

P

Mab = Z((Sai(scj ) (6ck 6bh)

c=1
= (64i0;; (% 0bn)
= 6k (6aidbn)
map est donc le coefficient de la ligne a, colonne b de
Sk Ei,- O

2. Matrices, familles de vecteurs et
applications linéaires.

2.1. Matrice d’une famille de vecteurs
relativement a une base.

Définition 2.1.1.

Soit A = (e1,...,e,) une base d'un K-ev E de
dimension finie n. Soient v1,...,v, p vecteurs de
E. On note a;; la i¢ coordonnées de v; dans %,

n
i.e. Uj = Zaijei.

i=1
Alors, la matrice A = (a;;) € A, p(K) est appelée
matrice de la famille (vy,...,v,) dans la base A

(ou relativement a la base AB) , et elle est notée
Matg (v, ...,vp) (parfois Ag(vi, ..., vp)).

Exemple 2.1.2. 1. Dans R?, notons % la base
canonique et %’ la base ((0,1);(1,1)). Avec
Z =1((1,2);(0,3);(=1,1)), on a

L)
2)

2. Dans R3[X] muni de la base canonique 4,
avec la famille & = (1 + X% 1+ X + X? +

Matg(F) = (;

0
3
Mat g (F) = G g



X3:X3—-2),0ona

Mat g (%) =

O = O
== = =
= o O

3. Matrice d’une famille de vecteurs de K™ dans
la base canonique.

4. La matrice d’une famille de vecteurs colonnes
Cy, ..., Cp, éléments de 4, 1 (K) dans la base
canonique est la matrice dont les colonnes
sont C1, ..., Cp.

Théoréeme 2.1.3.
Soit & = (e1,...,e,) une base d'un K-ev E de
dimension finie n. Alors 'application

_ { (E,+,.) — (Mpi(K),+,.)
v i —  Matg(z)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration.

n n
Soient x,y € FE tels que x = kaek ety = Zykek. Soit
k=1 k=1
A € K. Alors o(z + Ay) = (@i + Ayi)i<isn = (Ti)i<isn +
Ayi)1i<icn = ©(x) + Ap(y). Dot la linéarité de ¢.
De plus, soit M = (m;)i1<isn € Mn,1(K). Alors p(z) = M
si et seulement si pour tout i, m; = z;, d’ou la bijectivité
de . O

2.2. Matrice associée a une application
linéaire relativement a deux bases.

Définition 2.2.1.

Soient £ un K-ev de dimension finie p et F' un K-
ev de dimension finie n. Soient # = (ey, ..., €p) et
€ = (fi,..., fn) des bases de E et F' respective-
ment. Soit u € Z(F, F'). On appelle matrice de u
relativement a % et €, notée Mat g «(u) (parfois
Mp¢(u)), la matrice Maty (u(er),...,u(ep)) €
My, p(K).

Autrement dit, cette matrice contient les coordon-
nées des images des vecteurs de la base de départ
décomposés dans la base d’arrivée.

Remarque 2.2.2.
Si % = €, on note Matz(u) = Matyg z(u).
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Remarque 2.2.3.
On pourra représenter f et sa matrice dans un
schéma comme représenté dans la figure 1.

E, % f F,¢

Matz 4 (f)

FIGURE 1 — Représentation schématique de la
matrice d’'une application linéaire.

Exemple 2.2.4.

Soit u : R? — R?, (z,y) — (z —y,3z + 2y), B =
(e1,e2) la base canonique % de R? On a u(e;) =
(1,3) = e1 + 3ez et u(e2) = (—1,2) = —eg + 2ea.
Ainsi, la matrice associée a u relativement a %

est
1 -1
Mat g (u) = <3 9 ) .

Avec € la base (f1, f2) = ((i) : <_01>>, on a

u(er) = f1 — 2fa et u(e2) = —f1 — 3f2. Ainsi,

1 -1
Mat,@;g(u) = (_2 _3> .

Exercice 2.2.5. 1. Avec les mémes u, & et €,
calculer Maty &z (u).

2. Réciproquement, trouver l'application li-

0 3 .
1 2) relativement

aux bases canoniques de R2.

3. Notons ¢ : R3[X] — R4[X], P
P +3XP, # = (1,X,X2,X3) et € =
(X3, X, X2 1, X% Trouver la matrice de ¢
relativement aux bases 4 et €.

néaire associée a M = (

4. Réciproquement, avec les mémes bases, no-
tons ¢ l'unique application linéaire telle que

Mat g% () =

O O O W o
O = W o o
O O O N W
W o w o o

retrouver l'expression de ¢.



5. Donner la matrice de R3[X]| — R3[X]
P —~ P
dans les bases canoniques.
6. Donner la matrice de R3[X] — R
P — P(m)

dans les bases canoniques.

Exercice 2.2.6.
Soit a,b € R. Dans R-ev C, exprimer la matrice
de z +— (a +ib)z dans la base canonique (1,1).

Théoréme 2.2.7.

Soient £ un K-ev de dimension finie p et F' un K-
ev de dimension finie n. Soient # = (ey, ..., €p) et
% = (f1,..., fn) des bases de E et F respective-
ment. Soit M € 4y, ,(K). Il existe une unique ap-
plication u € Z(E, F') telle que M = Mat gz« (u) :
c’est 'unique application linéaire associant, pour
tout j € [1,p], au j° vecteur de la base & le
vecteur dont la colonne des coordonnées dans la
base % est la j° colonne de M.

Démonstration.
Notons (mi)(; jyeqi,n)x[1,p) 18 coefficients de M et C1, ...,
Cp les colonnes de M. Pour j € [1,p], on note v; I'unique
vecteur de E tel que Mat« (v;) = Cj (il s’agit du vecteur
m1jf1 —+ ... mmfn)

Soit alors u € Z(E,F). On a M = Matg, «(u) si et
seulement si

Mate (vi, . ..,vp) = Matg (u(er), ..., u(ep)),

c’est-a-dire si et seulement si Vi € [1, pJv; = u(e;), or on
sait qu’il existe une unique application linéaire u vérifiant
cette derniére condition.

Il existe donc une unique application linéaire u vérifiant
M = Matgg,cg(u). O

Remarque 2.2.8.

Dans le cas ou les espaces vectoriels de départ et
d’arrivée sont le méme, la matrice de 'identité
est I, si on considére la méme base au départ
et a l'arrivée.

dans des bases différentes, la matrice
de l'identité n’est pas 'identité ! Exemple : cal-
culer Matg ¢ (Idg2) ou € = (7,77 est la base

canonique de R2 et B = (7 + 7,7 — 7).
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Proposition 2.2.9.

Soit M € My ,(K). La matrice de I'application li-
néaire canoniquement associée a M dans les bases
canoniques de ), 1(K) et 4, 1(K) est M.

Démonstration.

Notons wu l’application canoniquement associée a M.
D’aprés la remarque 77?7, pour tout k € [1,p], 'image
par u du k¢ vecteur de la base canonique est la k° colonne
de M. Donc la matrice de u est la matrice des vecteurs
colonnes de M dans la base canonique : c’est donc M. [

Théoréme 2.2.10.
On garde les mémes notations. On considere ’ap-
plication

w.{ (L(E,F),+,) — (Mnp(K),+,.)
i u +— Matgeg(u)

Alors, ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration.
On a déja vu que cette application était bijective. Voir
pourquoi elle est linéaire est laissé en exercice au lecteur.
Remarquons que, puisqu’on sait que les deux espaces
vectoriels considérés sont de dimension finie et de méme
dimension, on aurait pu se dispenser de montrer précé-
demment qu’elle était injective ou se dispenser de montrer
qu’elle était surjective. O

Remarque 2.2.11. 1. Ceci justifie 'identifica-
tion forme linéaire sur KP / matrice ligne a
p colonnes. Exemple.

2. Ce résultat permet au passage de dire que si
M € Myn(K) et VX € Mp1(K), MX = 0,
alors M = 0. En effet, les applications X +—
MX et X — 0,X sont alors égales, donc les
matrices M et 0,, le sont.

Le résultat suivant est le résultat fondamental
liant I’algebre linéaire au calcul matriciel.

Proposition 2.2.12.
Avec les mémes notations qu’en 2.2.1, on a

Ve € E Maty(u(z)) = Matg 4 (u) x Matg(x).



Démonstration.

Soit € E. Posons M = Matg, «(u) et X = Matg(z). No-

tons (mij) ; jye,nx[1,p) 168 coeflicients de M, (z;)

ceux de X, (¥i) ¢y, ceux de MX, (e;)

de la base Z et (fi);c[y ) ceux de €.
Alors, par définition du produit matriciel, on a

Jj€l1,p]

. I I
jeli,p] 18 vecteurs

p
V'L S IILTLII Yi = Zmijxj.

Jj=1

P p
Alors on a x = Z:cjej7 donc u(z) = iju(ej).
j=1

j=1

Par ailleurs, pour tout j € [1,p], u(e;) = E mi; fi.
i=1
On a donc

u(@) =YY wmifi

j=1 i=1

= Z Z XMy fi

i=1 j=1
n

= g yifi.
i=1

Ainsi, Mat¢ (u(z)) a pour coefficients la famille (yi);c[y .-
O

Exemple 2.2.13.

Reprendre les deux premiers exemple de la série

d’exemples précédente avec le vecteur (17,42).

Remarque 2.2.14.

On pourra représenter schématiquement ce résul-
tat comme dans la figure 2 : avec M = Matg ¢ (u)
et Matg(x), on a Maty (u(z)) = MX.

E. B ]\“4 F.¢€
X MX

FIGURE 2 — Matrice de I'image d’un vecteur par
une application linéaire.

Corollaire 2.2.15.
Avec les mémes notations, soit .# une famille de
vecteurs de F, alors

Maty (u(-#)) = Matg ¢ (u) x Matg(.F).
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Démonstration.
Il suffit d’appliquer la proposition 2.2.12 colonne par co-
lonne. O

Théoréme 2.2.16.
Soient F, F, G trois K-ev de bases %, %, . Soient
feZFQG),ge ZL(EF). Alors

Mat g o(f o g) = Maty o(f) x Matg«(g).

Démonstration.
En utilisant le corollaire 2.2.15 :

Matg o (f o g) = Maty(f o g(A))
= Matg (f(9(#)))
= Mat,(f) x Mat« (9(%))
= Matw,o(f) x Matg,<(g).

Remarque 2.2.17.
Ce résultat peut étre vu comme LA raison pour la-
quelle le produit matriciel est associatif. On peut
en effet en tirer une démonstration non calcula-
toire de I’associativité du produit matriciel : étant
donné trois matrices A, B, C telles que le produit
A(BC) soit bien défini, il suffit de choisir quatre
espaces vectoriels, des bases de ces espaces vecto-
riels et trois applications f, g et h telles que les
matrices A, B et C soient respectivement celles de
f, g et h. Alors A(BC) est la matrice de fo(goh)
et (AB)C est celle de (f o g) o h. Or la composi-
tion d’application est associative donc ces deux
applications sont égales, donc A(BC) = (AB)C.
On laisse au lecteur le soin de vérifier que la
propriété d’associativité du produit matriciel n’a
pas été utilisée dans la démonstration ci-dessus
ni dans les résultats ou définitions qu’elle utilise.

Remarque 2.2.18.

On pourra représenter schématiquement ce résul-
tat comme dans la figure 3 : avec M = Matg o(f)
et N = Matg«(g), on a Matg o(fog) = MN.
On réalise alors ce que 'on peut appeler un dia-
gramme de composition commutatif : les appli-
cations obtenues en composant plusieurs fleches
ayant méme départ et méme origine sont iden-
tiques.



F, €

B, % fog G.9
MN

FIGURE 3 — Diagramme de composition d’appli-
cations linéaires et de leurs représen-
tations matricielles.

Exemple 2.2.19.
Choisir deux applications f
R2 — R3, faire les calculs.

R3 = R3 et g

Définition 2.2.20.

Soient (Aj,+, x) et (Ag,+, X) deux anneaux, et
p : A — As. On dit que ¢ est un morphisme
d’anneaux si ¢’est un morphisme de groupes pour
laloi+et p(la,) =1a,etVr,y € A1 @(xxy) =
p(x) X o(y)

Remarque 2.2.21.

Ne pas oublier la condition ¢(14,) = 14,. L’ap-
plication suivante, qui vérifie toutes les autres
conditions, n’est en effet pas un morphisme d’an-
neau

7)27 — 7/6Z
0 — 0
1 — 3

Corollaire 2.2.22.
Soit E un K-ev de dim n, et 4 une base de E.
Alors, 'application

. { (Z(E),+,0) — (Mp(K),+,x)
v u —  Matg(u)

est un isomorphisme d’anneaux.

Démonstration.

Le théoreme 2.2.10 assure que c’est un isomorphisme de
groupes pour la loi +, le théoreme 2.2.16 montre que
I'image du produit est le produit des images et I'image du
neutre de .Z(FE) pour la composition (qui est 'application
identité sur E) est le neutre de .#,(K) pour le produit
(qui est I,). O

XXVI - MATRICES ET ALGEBRE LINEAIRE

2.3. Inversibilité.

Proposition 2.3.1.

La matrice d’une application linéaire est inversible
si et seulement si cette application linéaire est
un isomorphisme. Dans ce cas, l'inverse de la
matrice considérée est la matrice de I’application
réciproque de I’isomorphisme considéré.

Démonstration.
Soit FE et F' deux espaces vectoriels de dimension finies
respectives p et n. Soit % une base de E et ¢ une base de F.
Soitu € Z(E,F)etve £ (F,E). Posons A = Matg, «(u)
et B = Mats, 2 (v).

On a :

uov =Idp <= Matg w(uov) =1,
<~ Matggfg(u) X Matgygg(v) =1,
<~ AB=1,

De méme

vou=Idg <= BA=1I,
En particulier, si u est un isomorphisme, d’isomorphisme
réciproque v, alors AB = I,, et BA = I,. De plus, on a
alors dim £ = dim F', donc n = p. Donc A est une matrice
carrée et B est son inverse.

Réciproquement, si u € .Z(FE, F) posséde une matrice
inversible A, alors en notant v I’unique application linéaire
telle que A~ = Matw 2 (v), on auov =Idr et vou =
Idg. O

Remarque 2.3.2.
Soit M une matrice carrée, u ’endomorphisme
qui lui est canoniquement associé. On peut utiliser
la proposition précédente pour montrer que M
est inversible et déterminer, le cas échéant, son
inverse.
— On commence par prendre X,Y deux vec-
teurs colonne ayant autant de lignes que
M.
— On résout en X le systeme M X =Y.
— S’il y a toujours existence et unicité de la
solution, on lit X = M~1Y.
Cela correspond bien a ce qui était fait auparavant,
la proposition précédente justifie bien que 'on
puisse conclure a U'inversibilité de M directement,
et obtenir son inverse.



Exemple 2.3.3.
Montrer que la matrice

est inversible et déterminer son inverse.

Corollaire 2.3.4.
Soit A et B deux matrices carrées de taille n.
Alors AB = 1, si et seulement si A et B sont
inversibles et sont inverses I'une de l'autre.

Il est donc équivalent pour une matrice (carrée)
d’étre :

1. inversible;

2. inversible a gauche;

3. inversible a droite.

Démonstration.

Pour montrer cette équivalence, il suffit de montrer le
sens direct, 'autre découlant directement de la définition
d’inverse.

Supposons donc AB = 1,,.

Notons u et v les applications linéaires canoniquement
associées respectivement & A et B relativement a la base
canonique.

En reprenant la démonstration précédente, on peut re-
marquer que v o v = Idr, donc v est un endomorphisme
injectif et u un endomorphisme surjectif.

La dimension de K" étant finie, on u et v sont donc des
automorphismes et on a v = uw touov=u"toldr =u"".

Donc d’apres la proposition précédente A et B sont
inversibles et sont inverses I'une de l'autre. (I

Corollaire 2.3.5.

Dans un espace vectoriel £ de dimension finie n,
la matrice d’une famille de vecteurs est inversible
si et seulement si cette famille de vecteurs est une
base.

Démonstration.
Pour que la matrice soit inversible, il est nécessaire qu’elle
soit carrée. Pour que la famille de vecteur soit une base, il
est nécessaire qu’elle posséde exactement n vecteurs. On
peut donc se restreindre au cas d’une famille de n vecteurs
V1, ..., Unp et de la matrice M associée relativement a une
base #Z de E. Notons (e1, ..., e,) les vecteurs de A.
Notons u l'unique endomorphisme de FE tel que
Mat g (u) =M.
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M est inversible si et seulement si u est un auto-
morphisme. E étant de dimension finie, cela est équi-
valent & u surjective, c’est-a-dire a rgu = n. Or rgu =
rg(u(er),...,u(en)) = rg(v1,...,vn). Donc M est inver-

sible si et seulement si (vi,...,v,) est génératrice. Or
dim E = n donc cela est équivalent & (v1,...,v,) est une
base. O

Corollaire 2.3.6.

Une matrice M € .#,(K) est inversible si et seule-
ment si ses colonnes forment une base de .7, 1 (K)
et si et seulement si ses lignes forment une base

de %17n(K).

Démonstration.
Considérer la famille des colonnes de M et la base cano-
nique de K™, puis transposer. O

Remarque 2.3.7.
Ainsi, ¢’il y a une relation de dépendance entre
les colonnes de M, M n’est pas inversible.

Exemple 2.3.8.

1 01

0 1 1| n’est pas inversible.

-1 10
Remarque 2.3.9.

b . . . .

Retour sur CCL g/ au est inversible si et seule-
ment si ad — bc # 0, i.e. si et seulement si les
colonnes Z et 2 sont linéairement indépen-

dantes.

2.4. Matrices de passage.

Dans cette section E est un K-ev de dimension
finie n, et B, %', B’ sont des bases de E.

Une question se pose maintenant naturelle-
ment : peut-on relier les matrices d’un vecteur
ou d’une application linéaire exprimées dans des
bases différentes ?

Définition 2.4.1.
On appelle matrice de passage de B dans %' la
matrice Matz(#'). On la note parfois P .



Exemple 2.4.2.
E = RQ B = ((071)7(131)) = (flaf2)a‘%, =
((17 _1)7 (07 1)) = (91792>'
g1 = f2 — 2f1 et gs = fl, donc Matgg(f@,) =
-2 1
1 0

Théoreme 2.4.3.
On note P = Mat»(#') et P/ = Matg (£").

1. P= Matg/7g(IdE).

2. P est inversible est son inverse est Mat g (%)
(matrice de passage de B’ dans A).

3. La matrice de passage de % dans %’
est Matgz(#"') = PP = Matg(#) x
Mat g (£") (« transitivité »).

Remarque 2.4.4.
On pourra représenter schématiquement le point 1
comme dans la figure 4. Ce schéma sera le bloc

Tdp
B, % = E, %
Py

FIGURE 4 — Application linéaire représentée par
une matrice de passage.

fondamental de tous les schémas que nous écrirons
lors de changements de base : retenez-le bien !

Remarque 2.4.5.
On pourra représenter schématiquement le point 2
comme dans la figure 5.

E,%
P3 P3
Idp Idg
1d
E,% L E,%
I,

FI1GURE 5 — Inverse d’une matrice de passage.
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Remarque 2.4.6.
On pourra représenter schématiquement le point 3
comme dans la figure 6.

E, %
Py Py
Idg Idg
/ Idg
E, B : E, B
P

FIGURE 6 — Composition de changements de
base.

Démonstration. 1. Notons & = (e1,...,e,) et B’ =

(fi,---,fn)-On a

Mat g o (1ds) = Mats (Ids(f1), .. ., 1de(fa))
= Mat,@(fl; s 7f77)

:Matgg(%/)
2. P = Mat g/ o (Idg), or
Mat g & (Idg).Matg o (Ide) = Matg, g(ldg o

Idg) = Matg,2(Idg) = I, donc P est inversible et
P™! = Matg g (Idg) d’apreés le corollaire 2.3.4, et
donc P~! = Mat g/ (%) d’aprés le premier point.
3. On utilise & nouveau (i) :

Matgg(%’).Mat@/(,%’”) =
Mat@/’gg(ldE).Ma‘cgg/g@I(IdE) = Mat@//’gg(ldE o
IdE) = Mat@//’gg(ldE) = Matgg(%’”).

O

Le théoreme suivant motive 'utilisation des
matrices de passage.

Théoréme 2.4.7 (Changement de base).

Les matrices de passages permettent de relier
les matrices d’un méme vecteur ou d’une méme
application relativement a des bases différentes :

Pour un vecteur Soit x € E. On note X =
Matg(xz) et X' = Matg(z), et P =
Matz(#'). Alors X = PX'.

Pour une application linéaire Avec les mémes
notations et en notant de plus F un K-ev
de dimension finie, ¢ et ¢’ deux bases de F,
u e L(E,F), et enfin @ = Maty(%"). Alors
Mat g 4 (u) = QflMatL@ﬁg(u)P.



A La formule de changement de base pour
un vecteur s’écrit X = PX’, et non X' = PX
(c’est une source d’erreur fréquente). Au moindre
doute, n’hésitez pas a tracer le schéma correspon-
dant.

Remarque 2.4.8.
Le premier point correspond au schéma de la
figure 7.

T Idg x
E, % — E, %
X Pz X/

FIGURE 7 — Illustration de la relation de change-
ment de bases pour un vecteur.

Remarque 2.4.9.
Le second point correspond au schéma de la fi-
gure 8.

Matz 4 (f)
E, % ( £
f
ap! cg/ -1 <g
PZ |1dg ldp | [PE] = PE
E, % / £

Mat,%u’(g/ (f)

Ficure 8 — Illustration de la relation de change-
ment de bases pour une application
linéaire.

Démonstration.Pour un vecteur il suffit de traduire
légalité * = Idg(x) dans les bonnes bases: x
dans la base # = Id(z dans la base %’), soit :
X = Matg »(Idg)X' = PX'.

Pour une application linéaire On traduit a nouveau
u(x) = u(z) dans les bonnes bases :

Matgg/’%/(u) = Mat@/%/(IdF ouo IdE)

= Mate - (IdF)Mat@ch(u)Mat@/ygg(IdE)

= Q_lMatggfg(u)P
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O

Remarque 2.4.10.
Avec # et #' deux bases de F et f € L(F),

-1 !
ona Maty (f) = [P5|  x Maty(f) x PZ'. On
essaiera, pour chaque changement de base, de

reproduire le schéma de la figure 9 pour se rappeler
de cette formule.

Matg(f)
B B
!
rZ |1d 1d {Pg’rl: 2
/ f %/
Mat///(f)

FIGURE 9 — Illustration de la relation de chan-
gement de bases pour un endomor-
phisme.

Exemple 2.4.11.
Mémes choses que dans 'exemple 2.4.2. F =
R3, ¢ = (e1,ez,e3) (base canonique), ¢’ =
(hl, ho, hg) avec h1 = e, ho = (1, 1,0) =e1 + €9,
hs = (—1,0, 1) = —e1 + e3.
On considére

" { R? — R3

| (@y) — (@-yz2z+y).

1. Déterminer Matz « (u).

2. Déterminer P et Q7!, en déduire
Mat@/;g/ (u).

3. Vérifier en exprimant u(g;) en fonction des
h;.

Exemple 2.4.12.

On donne € = base canonique de R3 et %' =
((1,0,-1),(1,0,2),(0,1,—-1)) = (v1,v2,v3), et
T = 2v1 + 2v9 — v3. Exprimer z en fonction de
€1,€9,€3.

Remarque 2.4.13.
Ceci permet de voir que pour inverser une ma-



trice, il suffit d’inverser la matrice de passage sous-
jacente, et donc d’inverser un systéme linéaire.

Exemple 2.4.14.

1 0 1

Inverser | 0 1 0| en passant par des matrices
2 -1 1

de passage.

Remarque 2.4.15.

On appelle P = Matg(%') « matrice de passage
de % dans B’ » car elle permet de transformer une
équation exprimée dans & en équation exprimée
dans %’. En effet, avec ¢ une forme linéaire et
L = Matg 1(p), 'équation cartésienne de Ker ¢
(c’est un hyperplan) s’écrit, dans la base B, LX =
0. Dans la base %', cela s’écrit alors LPX' = 0.
La ligne donnant I’équation dans la base %’ est
donc LP.

3. Matrices remarquables.

3.1. Matrices triangulaires.

Définition 3.1.1.

Soit A € #,(K). On dit que A est triangulaire
supérieure (resp. inférieure) si Vi, j € [1,n] tels
que i > j (resp. i < j), a;; = 0.

On note 7,7 (K) (resp. 7,, (K)) 'ensemble des ma-
trices triangulaires supérieures (resp. inférieures)
d’ordre n.

Théoreme 3.1.2.
(1F(K), 4+, x) est un anneau et (75 (K), +,.) est

1
un K-ev de dimension M

Démonstration.

o K-ev : élémentaire.

e Anneau : soient A, B € 7,7 (K). On note AB = (v;;). On
1—1 n

suppose @ > j, alors v;; = Z airbrj + Zaikbk]-, et tous
k=1 k=i

les termes sont nuls.

e Dimension : les E;; avec ¢ < j est une famille libre (déja

n(n+1)
2

vu) et génératrice. Elle comporte vecteurs. [

Remarque 3.1.3.
Avec cette démonstration on voit que i = ai;by;.

10
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Théoréme 3.1.4.
Une matrice triangulaire est inversible si et seule-
ment si elle n’a aucun zéro sur sa diagonale.

Démonstration.

Soit A triangulaire sup. d’ordre n. On note (v1,...,v,) la
famille de vecteurs telle que A = Matg(v1,...,v,), avec
% base canonique de K".

e Si pas de zéro sur la diag. : on montre que (v1,...,vn)

est libre, avec A\jv1 + ...+ A\yv, = 0, on pose le systéeme,
on résout : méme pas besoin de faire de pivot de Gauss.
Donc c’est une base, donc c’est inversible.

e S’il y a un zéro a la k° position, alors (vi,...,vx) ont
tous des zéros apres leur (k — 1)¢ coordonnées, donc sont
dans Vect(e1,...,ex—1), ils sont donc liés. O

Lemme 3.1.5.
Soit E un espace vectoriel de dimension n et

P = (e1,...,e,) une base de E. Pour k € [1,n],
on pose Ej = Vect(ey,...,ex). Soit u € ZL(F) et
M = Matg(u).

Alors M est triangulaire supérieure si et seule-
ment si pour tout k € [1,n], Ej est stable par u.

Démonstration.

Soit k € [1,n]. Pour que Ej soit stable par u, il faut que
u(er) € Ej, c’est-a-dire que seuls les k premieres lignes de
la matrice colonne des coordonnées de u(ey) dans £ soient
non nulles.

Or la matrice M de u est la matrice formée de ces
colonnes. Pour que tous les Ej, pour k € [1,n] soient
stables par u, il est donc nécessaire qu’elle soit triangulaire
supérieure.

Réciproquement, supposons que cette matrice soit tri-
angulaire supérieure. Alors pour tout k € [1,n] et tout
i € [1,k], on a u(e;) € E; C Ey. Donc pour tout k € [1, k],
u(Ex) C Vectu(er),...,u(er) C Ek. O

Remarque 3.1.6.
Ce résultat s’adapte aux matrices triangulaires
inférieures, en posant E; = Vect(eg), Fy =
Vect(ek_l, ek), R

Théoréme 3.1.7.

L’inverse d’une matrice triangulaire supérieure
(resp. inférieure) inversible est également triangu-
laire supérieure (resp. inférieure).



Démonstration.

Nous donnons la démonstration pour les matrices trian-
gulaires supérieures. Pour les matrices triangulaires infé-
rieures, on peut exploiter la remarque ci-dessus ou utiliser
les résultats sur la transposée en remarquant que la trans-
posée d’une matrice triangulaire supérieure est triangulaire
inférieure et vice-versa.

Soit M € 77 (K) N 4%, (K).

On choisit £ un espace vectoriel de dimension n, # =
(e1,...,en) une base de E et on note u 'endomorphisme
de E de matrice M relativement a 4.

M étant inversible, u est bijective.

D’apres le lemme, tous les Ej sont stables par u. En
appliquant le lemme, il suffit de montrer qu’ils sont stables
par u~ ' pour montrer que Matg(u~t) = M ™! est trian-
gulaire supérieure.

Soit k € [1,n]. On a u(FEy) C E, donc Ex C u™ ' (Ey).
Or dimu~'(E},) = dim Ej, (image d’un sous-espace vecto-
riel par un morphisme bijectif), donc v~ (Ey) = Ey. On
a donc Pinclusion souhaitée : u ' est donc triangulaire
supérieure. O

3.2. Matrices diagonales.

Définition 3.2.1.

On appelle matrice diagonale toute matrice carrée
(@ij)1<i,j<n telle que pour tous i,j € [1,n], ¢ #
Jj= Qi = 0.

On note Z,,(K) 'ensemble des matrices diagonales
d’ordre n.

Remarque 3.2.2.

e On note diag(Aq, ...
dont les termes diagonaux sont (Ag,. ..
* Zn(K) = 77 (K) N 77 (K).

, An) la matrice diagonale

s An)-

Définition 3.2.3.

On appelle matrice scalaire toute matrice dia-
gonale dont les coeffs de la diagonale sont tous
égaux, i.e. de la forme AL,.

Théoréme 3.2.4.
(Zn(K), +, x) est un anneau et (Z,(K),+,.) est
un K-ev de dimension n.

Démonstration.
Anneau et ev : immédiat avec Z,,(K) = 7,7 (K) N 7, (K).

Dimension : (Ei),;,, en forme une base. O
<ig
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Remarque 3.2.5.
Une matrice diagonale est inversible si et seule-
ment si tous ses coefficients diagonaux sont

non nuls. Et dans ce cas diag(A1,...,\,) "} =
di ( 1 1
iag { —,...,—
g )\17 7)\n

De plus, pour tout p € N, (diag(A1,..., )P =

diag(A], ..., AP). Et si aucun coefficient diagonal
n’est nul, cette relation est aussi valable pour
p € Z.

3.3. Matrices symétriques et
antisymétriques.

Rappel 3.3.1.
A € #,(K) est dite symétrique (resp. antisymé-
trique) si A= AT (resp. A= —AT).

On note souvent .7, (K) '’ensemble des matrices
symétriques de dimension n a coefficients dans K,
et o7, (K) celui des matrices antisymétriques.

Théoréeme 3.3.2.

L’ensemble des matrices symétriques (resp. an-

tisymétriques) muni de + et - est un K-ev de
1 —1

n<n2+> (resp. 1))

De plus, .7, (K) et o, (K) sont supplémentaires
dans 4, (K).

dimension

Démonstration.
Ce sont respectivement les noyaux de A — AT — A et
A AT + A, donc ce sont des sous-espaces vectoriels de
Mn(K).

Soit M = (m;) € #n(K). On a M € %, (K) si et
seulement si pour tout 4,7, ms,; = mj;. Si M € S (K),
on a donc

n
M = ZmuEu + Z mij(Eij + Eji)-

i=1 1<i<j<n
Ainsi, la famille (Ei,i)lgign ©] (Ei,j +Ej,¢)1g¢<jgn engendre
Z(K). On vérifie aisément que cette famille est libre : ¢’est
donc une base de .%,(K), et elle contient bien n(n + 1)/2
vecteurs.

De méme, si M = (my,;) € Mn(K), on a M € o7,(K)
si et seulement si pour tout i, j, m;; = —m;,;. La famille
(Eij—Eji)1<i<j<n alors o, (K) et est libre, ¢’est donc une
base de #7,(K), et elle contient bien n(n — 1)/2 vecteurs.

Enfin, si M € ,(K)N %, (K),ona M ="'M = —*M,
donc M = 0. 4, (K) et .#,(K) sont donc en somme directe,
la somme de leurs dimensions vaut n?, d’ou le résultat.



On pouvait aussi observer que s : A — A est une
symétrie vectorielle de .4, (K), donc que %, (K) = Ker(s —
Id) et ., (K) = Ker(s + Id) sont supplémentaires. O

A Ce ne sont pas des sous-anneaux de
Mp(K) !

Exemple 3.3.3.

VoG o) (00

1 0

(%)= (0 %)

Exercice 3.3.4.
Montrer, sans utiliser leurs dimensions, que .#, (K)
et 7,(K) sont supplémentaires dans ., (K).

4. Rang d’une matrice.

4.1. Définitions.

Remarque 4.1.1. 1. Soit E et F deux K-
espaces vectoriels et ¢ : E — F un isomor-
phisme de E sur F.
Soit p € N et (z;)
ments de E.

ic[,p] une famille d’élé-

Alors ¢ réalise une Dbijection de
Vect (z1,...,2p) sur Vect (p(z1,...,2p)),
donc les familles (z;);ep et ((@i))ieq g

ont méme rang.

2. En particulier, soit n un entier et soit F' un
espace vectoriel de dimension finie n, muni
d’une base %. L’application

po: F — 1K)
x +— Matg(x)

est une bijection, donc pour toute famille
(Ti)ieq py d'€léments de F', (Matg(z;))
est une famille de méme rang.

i€[1,p]

3. Par ailleurs, soit E et F' deux espaces vec-
toriels de dimensions finies respectives p et
n et (e1,...,ep) une base de E. Alors pour
toute application linéaire u de F dans F', on

12

XXVI - MATRICES ET ALGEBRE LINEAIRE

Im(u) = u(Vect(ey, ..., ep))
= Vect (u(er), ..., u(ep))

donc rg(u) = rg (u(er), ..., u(ep)).

Définition 4.1.2.

Soit A € .y, ,(K). Notons C1, . .., Cp les colonnes
de A. Alors on appelle rang de A et on note rg(A)
Ventier rg (C1,...,Cp).

Remarque 4.1.3.
Soit A € A, ,(K). Alors

1. Pour tout r € [0,p] et tout choix de
r colonnes Cq, ..., C. de A, la famille
(C1,...,C}) est de rang inférieur ou égal a
rg A. C’est une conséquence du fait que Ies-
pace engendré par C,. .., C, est inclus dans
Im A.

2. Il existe un choix de rg(A) colonnes de A, C1,
-y Cig(a) tel que Vect (Cl,...,Crg(A)) =
Im(A). En effet, la famille des colonnes de A
est une famille génératrice d’'un sous-espace
vectoriel de K™ de dimension rg(A), on peut
donc en extraire une base, qui comporte né-
cessairement rg(A) vecteurs colonnes.

Théoréeme 4.1.4.

Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimen-
sions finies respectives p et n, de bases respec-
tives B et €, et u € L(E,F). Alors rg(u) =

rg (Mat%fg (u)) .

Démonstration.
En notant A la matrice Mat g, « (u), C1, ..
et e1, ..., ep les vecteurs de %, on a

rg(A4) =rg(Ch,...,Cp) =rg(uler),. ..

., Cp ses colonnes

yu(ep)) = rg(u).
O

Théoreme 4.1.5.

Soit F' un K-espace vectoriel de dimension finie
de base €, (v1,...,vp) une famille de vecteurs de
F. Alors rg (Matg (v1,...,vp)) =18 (V1,...,Up).



Démonstration.
En notant A la matrice Mate (v1,...,vp), et C1, ..., Cp
ses colonnes, on a
18(A) = 18(C1, .., Cy) = 18 (v, vp).
O

Théoréeme 4.1.6.
A € #,(K) est inversible si et seulement si rg A =
n.

Démonstration.

Soient & = (e1,...,en) la base canonique de K", et
(v1,...,vn) une famille de vecteurs de E telle que A =
Matg (v1,...,v,). Alors A inversible si et seulement si
(v1,...,vn) base si et seulement si rg(vi,...,vn) =n siet
seulement si rg A = n. O

Exercice 4.1.7.
Calculer les rangs suivants.

ool 1)
g227

o rg(diag(Ay,..., \n)) ;
12 3 0 0 O
02 1 0 —-10

erg|0 0 -1 0 1 2
00 0 0 0 O
00 0 0 0 O

Définition 4.1.8.

Soit n et p deux entiers. On dit qu’une matrice A
de Ay »(K) est équivalente & une autre matrice B
de A, p(K) s'il existe deux matrices P € 4, (K)
et Q € #,(K) inversibles telles que A = PBQ.

Proposition 4.1.9.

La relation « étre équivalente a » sur ’ensemble
des matrices de .#;, ,(K) est une relation d’équi-
valence.

Démonstration.

Cette relation est

Réflexive car pour toute A € 4, ,(K), A =1,AI, et I,
et I, sont inversibles ;

Symétrique car pour tout (A, B) € (. ,(K))? tel que
A et B sont équivalentes, il existe deux matrices
P e #,(K) et Q € #,(K) inversibles telles que
A= PBQ, etonaalors B=P AQ ' et P!et
Q! sont inversibles ;

13
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Transitive car pour tout (A, B, C) € (M, »(K))? tel que
A et B sont équivalentes et B et C sont équivalentes.
Alors il existe P € #,(K), Q € #,(K), R € #,(K)
et S € ,(K) inversibles, telles que A = PBQ et
B = RCS, donc A= (PR)C(SQ) et PR et SQ sont
inversibles.

Il s’agit donc bien d’une relation d’équivalence. O

Proposition 4.1.10. 1. Soit E et F' deux es-
paces vectoriels de dimensions finies et u €
Z(E,F).Soit # et #' deux bases de E et €
et ¢’ deux bases de F. Alors Matg (u) et
Mat g 4 (u) sont des matrices équivalentes.

2. Soit F et F' deux espaces vectoriels de dimen-
sions finies, munies de bases respectives A
et €. Soit u € Z(E, F). Soit A une matrice
équivalente & Matz «(u). Alors il existe une
base 4’ de E et une base ¢’ de F telles que
Mat g 4 (u) = A.

Démonstration.
de base, on a

1. D’apres le théoréme de changement

Mat g/ ¢ (u) = Mat (€') ' Mat g, « (u)Mat.g (%)

et les matrices de changement de base sont inversibles,
donc Mat g/ 4/ (u) et Matg,« (u) sont équivalentes.

2. Posons M = Matg,«(u). A est équivalente & M,
donc on peut trouver P € #,(K) et Q € #,(K)
inversibles telles que A = PMQ. Soit f € Z(F) et
g € Z(E) les applications vérifiant P~! = Mat (f)
et Q@ = Matz(g). P et Q étant inversibles, f et g
sont des automorphismes. Notons %’ et € les images
respectives de % de % par g et f. Alors Matg(#') =
Q et Mat4 (%’) = P~*. Donc d’aprés le théoréme de
changement de base Mat g/ ¢/ (u) = PMatg, « (u)Q.

O

Théoréme 4.1.11 (Théoreme de réduction).
Soit A € M, »(K) une matrice de rang r.

1. Alors, r < min(n, p).

2. A est équivalente a la matrice J, p, définie



par

1 0 0 0 0

0

: . 0

npr=10 --- 0 1 0 0
0 0 0
0 -« -~ 00 --- 0
_ L Or,p—’/‘

Onfr,r Onfr,pfr ‘

Démonstration. 1. On note Vi,...,V, les colonnes

de A. 1l s’agit de p vecteurs de 4, :1(K), donc
rg(Vi,...,Vp) < p et de plus rg(Vi,...,V,) <
dim A4, ,1(K) = n.

2. Considérons u : .Z(KP,K™) canoniquement associée
a la matrice A. u est de méme rang que A.
On sait qu’on peut trouver un supplémentaire S de
Ker u tel que w réalise un isomorphisme de S sur Im w.
De plus dim S = rg(u) = r et dim Keru = p — r. Soit
(e1,...,er) une base de S, (er41,...,ep) une base de
Ker u. Posons # = (e, ..., ep). A est une base de KP.
Posons f; = u(e;) pour i € [1,7]. Alors (f1,..., fr)
est une base de Imu, qu’on peut compléter en une
base € de K".
Alors Matg,¢(u) = Jn,p,r. Or u a pour matrice A
dans les bases canoniques, donc A et J, p » sont équi-
valentes.

O

Remarque 4.1.12.

Nous venons de voir une interprétation géomé-
trique de ce résultat. On peut aussi en donner
une interprétation matricielle.

On applique l'algorithme du pivot de Gauss
au systeme AX = B, avec B € #,1(K) et X €
Mp.1(K). Apres une phase de descente, on arrive &
un systeme échelonné en lignes. Quitte a échanger
quelques colonnes, A est donc équivalente & une
matrice de la forme

1
J S

avec J =
(Onr,r Onr,pr) O

Remarquons qu’hormis ces échanges de colonnes,
nous n’avons effectué que des opérations sur les
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lignes. Apres la phase de remontée (opérations
sur les lignes, toujours), on obtient que A est
équivalente & une matrice de la forme

I, *
Onfr,r Onfr,pfr .

11 suffit donc d’effectuer quelques opérations élé-
mentaires sur les colonnes de A pour obtenir que
A est équivalente a J,, 5 ;.

On remarquera donc que, en écrivant A =
PJ,prQ, avec P € GLy(R) et Q € GLy(R), on
lit dans P les opérations effectuées sur les lignes
de A pendant l’algorithme du pivot de Gauss et
dans @ celles effectuées sur les colonnes de A.

4.2. Opérations laissant le rang invariant.

Théoréme 4.2.1.
Multiplier une matrice par une matrice inversible
(& droite ou a gauche) ne change pas son rang.

Démonstration.
Ce n’est que le point de vue matriciel du résultat analogue
sur les applications linéaires. O

Tous les théorémes suivants utiliseront ce résul-
tat.

Théoréme 4.2.2.

Deux matrices A et B sont équivalentes si et
seulement si elles sont de méme taille et de méme
rang.

Démonstration.
Dans un sens, utiliser le résultat précédent. Dans l'autre,
utiliser le théoréme de réduction. O

Théoréme 4.2.3 (Invariance par transposition).

Si A€ Mpp(K), 1g(A) =1g(AT).

Démonstration.

C’est un corollaire du théoréme de réduction : si A =
BJpprC, AT =CTJppr BT =CT Jpn BT, qui est de
rang r, car B' et C'" sont inversibles et J, .. - est de rang
. O



Corollaire 4.2.4.

Les résultats sur le rang applicables aux colonnes
des matrices vus précédemment s’appliquent aussi
aux lignes. Plus précisément :

1. Le rang d’une matrice est le rang de ses vec-
teurs lignes.

2. Le rang d’une famille de lignes d’une matrice
est inférieur ou égal a celui de la matrice.

3. Pour tout matrice de rang r, il existe une fa-
mille de r lignes de cette matrice constituant
une famille libre.

Exemple 4.2.5.

12 3 0 0 O
02 1 0 -10

rg|0 0 —1 0 1 2] secalcule plus vite en
00 0 0 0 O

00 0 0 0 O
passant a la transposée, i.e. en raisonnant sur les
lignes au lieu des colonnes. On peut aussi faire un
mix.

Théoréeme 4.2.6.
Les opérations élémentaires sur les lignes et co-
lonnes préservent le rang.

Démonstration.
Facile car ces opérations reviennent a multiplier par des
matrices inversibles. O

Théoréeme 4.2.7.
Supprimer une ligne ou une colonne de zéros dans
une matrice ne change pas son rang.

Démonstration.
Pour les colonnes : analogue du résultat sur les vecteurs.
Pour les lignes : passer a la transposée. O

4.3. Calculs pratiques.

Remarque 4.3.1.
Calcul du rang et de I'inverse d’une matrice grace
au pivot de Gauss.
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Pour le rang On peut appliquer la méthode du
pivot & une matrice M € ., ,(K) non néces-
sairement carrée.

On peut mélanger les opérations sur les lignes
et les colonnes.

On arrive au final & une matrice contenant
des lignes non nulles Ly, ..., L, dont le pre-
mier élément est situé colonne cq, ..., ¢
avec ¢ < ... < ¢k, puis n — k lignes nulles.
Alors rg M = rg(Vect(Ly,..., L)) = k car
les lignes L1, ..., L forment une famille libre.

Pour le calcul du noyau d’une matrice non né-
cessairement carrée, on peut remarquer que
les opérations sur les lignes le laissent inva-
riant car multiplier & gauche une matrice
par une matrice inversible ne change pas son
noyau.

Pour le calcul de I'image d’une matrice non né-
cessairement carrée, on peut remarquer que
les opérations sur les colonnes la laissent in-
variante car multiplier a droite une matrice
par une matrice inversible ne change pas son
image.

Pour le calcul de I'inverse d’une matrice carrée
on peut travailler sur les lignes ou sur les
colonnes mais surtout pas sur les deux.
En effet, I'algorithme du calcul de 'inverse
consiste & multiplier la matrice A par des ma-
trices élémentaires jusqu’a obtenir I'identité,
et a multiplier en paralléle la matrice identité
par les mémes matrices.

4.4. Matrices extraites.

Définition 4.4.1.

Soit M € #,, ,(K). On appelle matrice extraite
de M toute matrice obtenue en supprimant h des
lignes de M et k de ses colonnes avec h € [0,n—1]

et k€ [0,p—1].

Proposition 4.4.2.
Soit M € Ay ,(K) et A une matrice extraite de
M. Alors rg(A) < rg(M).

Démonstration.
Posons r = rg(A). Alors on peut trouver r colonnes Ci,



..., C de A linéairement indépendantes. Notons Cj, ...,
C/ les r colonnes de M correspondantes. Pour tout i €
[1,7], C; est obtenue en supprimant certaines lignes de C,.
Soit (A1,...,Ar) 7 scalaires. Considérons les combinaisons
linéaires S' =7 AiClet S =37 X\iCi. S est obtenue
en rayant certaines lignes de S’, donc si S’ est nulle, S est
également et tous les \;, sont alors nuls.

C1, ..., C. sont donc linéairement indépendantes, donc
rg(M) > r. O

Proposition 4.4.3.

Soit M € M, ,(K). Posons r = rg(M). Alors il
existe une matrice A extraite de M, carrée, de
taille r et inversible (donc de rang r).

Démonstration.
On peut trouver des colonnes Ci, ..., C, de M telles
que rg(C1,...,C,) = r. Ces colonnes permettent donc de
former une matrice B de taille n X r de rang r. B possede
n lignes. Comme elle est de rang r, il existe une r lignes
Lq, ..., L, de B telles que rg(B) =rg(L1,...,Ly).

Or ces lignes Li, ..., L, permettent de former une
matrice A, extraite de M. Cette matrice A est de taille
r x r (donc carrée) et de rang r, donc inversible. O

5. Systémes d’équations linéaires.

5.1. Généralités.

Définition 5.1.1.
On appelle systeme linéaire a n équations et p
inconnues tout systeme de la forme

annry + + apTy, = b

an11  + +  Gnpxp = bn

ou les a;; et les b; sont dans K, et les x; sont les in-
connues. Le systéme homogéne associé correspond
aucasoub; =---=b, =0.

On dit que le systeme est compatible s’il admet
une solution.

Interprétation matricielle En écrivant le sys-
teme AX = B, on voit que (S) est compatible
si et seulement si B € Im A.
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Interprétation linéaire En choisissant un espace
vectoriel E de dimension p et F' de dimen-
sion m munis respectivement d’une base %
et d’'une base % et en notant u ’application
linéaire de F dans F' et b le vecteur de F
tels que A = Maty(u) et B = Maty/(b), on
voit que (S) est compatible si et seulement
si b e Imu.

Interprétation vectorielle En notant Cj les co-
lonnes de A, on note que (S) est compatible
si et seulement si B € Vect(Ch,...,Cp).

Interprétation duale En notant L; les lignes de
A, et u; les formes linéaires sur F' telles que
L; = Maty k (u;), on note que (5) est compa-
tible si et seulement si les u; *({ b; }), pour
i € [1,p], contiennent au moins un vecteur
en commun.

Interprétation géométrique Soit i € [1,n]. En
supposant que u; *({ b; }) est non vide, alors
il s’agit d’un hyperplan affine (i.e. il est de la
forme Xy + H ou H = Kerwu; est un hyper-
plan) si u; n’est pas la forme linéaire nulle et
il s’agit de F' sinon. Donc 1’ensemble des so-
lutions est ou bien vide ou bien l'intersection
d’'un certain nombre d’hyperplans (autant
que de lignes non nulles).

Exemple 5.1.2.

2 —1
Ecrire ces différents points de vue avec |1 2
3 -1

5.2. Solutions.

Définition 5.2.1.

Soit (S) un systeme linéaire écrit sous forme ma-
tricielle AX = B. On appelle rang du systéme le
rang de la matrice A. On le note rg(.9).

Théoreme 5.2.2.
Soit (S) un systeéme linéaire de matrice associée

A€ My, (K).

1. L’ensemble des solutions du systeme homo-
gene associé a (5) est un K-ev de dimension
p —1g(S) (p est le nombre d’inconnues).



2. L’ensemble des solutions de (.5) est soit vide,
soit un sous-espace affine de direction 1’en-
semble des solutions du systeme homogene
associé a (.9).

Démonstration. 1. Cet ensemble ., de solutions est
tout simplement Ker A, et on utilise le théoréme du
rang.

2. On note . cet ensemble de solutions. Si (S) est
compatible, soit Xo € . une solution. Soit X une
autre solution. On montre alors facilement que X — X
est solution du systéme homogene, donc X € .+ Xo,
et . C S + Xo.

Réciproquement, soit X € .7y + Xo. Il est facile de
voir que X € 7.
O

Définition 5.2.3.

Soit (S) un systéme linéaire écrit sous forme ma-
tricielle AX = B. Si A est inversible, on dit que
(S) est un systéme de Cramer.

Théoreme 5.2.4.
Tout systéeme de Cramer a une unique solution,
qui est A71'B.

Démonstration.

Il est facile de voir que A~ B est une solution. C’est la
seule car .¥ est un sea dont la direction est de dimension
n—n=0. O

6. Matrices semblables et trace.

Dans toute cette partie, on ne considere que
des matrices carrées.

6.1. Matrices semblables.

a. Changement de base pour un
endomorphisme.

Proposition 6.1.1.
Soit E un K-ev de dimension finie, # et %4’ deux
bases de £ et u € Z(F). Alors,

Mat g (u) = Matz(#') "' Mat z(u)Mat 5(%').
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Démonstration.

C’est une conséquence immédiate de la formule de change-
ment de base dans lecas ol F = E, ¢ =% et €' =%
(théoreme 2.4.7). O

Définition 6.1.2.
Soit A et B deux matrices carrées de taille n.
Deux matrices A et B sont dites semblables si
et seulement s’il existe P € GL,(K) vérifiant
A=P 'BP.

La relation « A est semblable & B » est appelée
relation de similitude.

Proposition 6.1.3.
La relation de similitude est une relation d’équi-
valence sur ., (K).

Démonstration.

Cette relation est

Réflexive car pour tout A € #,(K), ona A= I;YAL,.

Symétrique car pour tout (A4, B) € .#,(K)? et tout P €
GL,(K) vérifiant A = P BP, alors P~ € GL,(K)
ot B=(P7) AP

Transitive car pour tout (A,B,C) € #,(K)® et tout
(P,Q) € GL,(K)? vérifiant A = P"'BP et B =
Q7'CQ,ona A=P'Q7'CQP = (QP)"'C(QP).

O

Remarque 6.1.4.

Deux matrices semblables sont nécessairement

équivalentes mais la réciproque n’est pas vraie.

Par exemple, dans R?, I et 17I; ont méme rang

(2) donc sont équivalentes mais ne sont pas sem-

blables car pour tout matrice carrée P de taille 2

inversible, P~1(I5)P = Iy # 171;.

Proposition 6.1.5.

Soit A et B deux matrices carrées de taille n. A
et B sont semblables si et seulement si ce sont les
matrices d’un méme endomorphisme u exprimées
dans deux bases différentes.

Plus exactement, A et B sont semblables si
et seulement s’il existe un espace vectoriel £ de
dimension n, deux bases & et %’ et un endomor-
phisme u tel que Matz(u) = A et Maty (u) = B.



Démonstration.

Le sens indirect est une conséquence de la formule de
changement de base pour un endomorphisme (proposi-
tion 6.1.1).

Montrons le sens direct. Supposons que A et B sont
semblables, c’est-a-dire qu’il existe P tel que A = P"!BP.
Choisissons un espace vectoriel E de dimension n et une
base & = (e1,...,en) de cet espace (on peut par exemple
prendre E = K" et £ la base canonique de K"). Notons
e, ..., el les vecteurs de E dont les coordonnées dans la
base Z sont les colonnes de P. Alors P = Matg(%#').

Notons enfin uw I’endomorphisme de FE vérifiant

Mat@(u) = B.
Alors,
Mat g (u) = Matz (%)~ ' Mat gz (u)Mat .z (#')
=P 'BP
= A,

donc A et B sont les deux matrices d’un méme endomor-
phisme relativement aux bases respectives %4’ et 2. O

Proposition 6.1.6.
Considérons deux matrices A et B semblables de
taille n. Alors pour tout k € N, A* et B* sont des
matrices semblables.

Démonstration.
Ce résultat peut étre démontré au moins des deux manieres
suivantes :

Par le calcul On montre par récurrence sur k que pour
tout k, on a A¥ = P7!B*¥P. Pour montrer que ce
prédicat est héréditaire, il suffit de constater que
pour tout k € N tel que le prédicat est vérifié, on a
également A* = A¥A = p~'B*PP~1BP.

Géométriquement A et B sont deux matrices d’'un méme

endomorphisme u, donc A* et B* sont deux matrices

de u.

O

6.2. Trace d’une matrice carrée.

a. Définition.

Définition 6.2.1.

Soit A une matrice carrée de taille n. Alors la
trace de A, notée tr (A) (ou Tr(A)), est la somme
des éléments diagonaux de A.

En notant (ai;) i jye1,n]x[1,n] 168 coefficients de

A n
tr (A) = Z Qi .
=1
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Remarque 6.2.2.
Pour tout A € .#,(K), on a

tr (AT) = tr (A).

Démonstration.
. T A 212 .
Les matrices A" et A ont les mémes éléments diagonaux.
O

b. Linéarité.

Proposition 6.2.3.
Pour tout n € N*, l'application trace est une
forme linéaire sur ., (K).

Démonstration.

Soit (A, B) € #,(K)* et A € K. Posons C' = M\ + B et

montrons tr (AA+ B) = Atr (A)+tr (B). Notons (as;), (bi;)

et ¢;; les coefficients respectivement de A, de B et de C.
Alors, on a

= Z(Aan‘ + bii)

i=1

=A i ai; + i bii
i=1 i=1

= Mz (A) + tr (B).

c. Propriété fondamentale de la trace.

Proposition 6.2.4.
Soit (A, B) € #,(K)?, alors,

tr (AB) = tr (BA).

A tr (A x B) #tr A x tr B ; par exemple,
dans //ZQ(K), 0 = tr (Ell X E22) #* 1 =
tr (Ell) X tr (EQQ).

Démonstration.
Posons C' = AB et D = BA. Notons (a;;), (bi;), (cij) et
(dij) les coefficients respectifs de A, B, C et D.



On a, pour tout (i,5) € [1,n]? :

n

Cij = E aikbrj,
k=1
n

dij = E bika;.
k=1

D’ow, pour tout ¢ € [1,n] :

n

Cii = E @ikbri,
k=1
n

di; = E bika;.
k=1

D’ou :
tr (C) = Z Z ikbri,
i=1 k=1
n n
tr (D) = Z Z akibik.
i=1 k=1
Ainsi,
w(C)= Y aapbpa,
1<, B<n
(D)= Y aasbsa,
1<, B<n
d’ou I’égalité recherchée. O

Remarque 6.2.5. 1. On peut déduire de cette
égalité que la trace d’un produit de matrices
est invariant par permutations circulaires
pour toutes matrices A1, ..., Ay de taille n,
on a

tr (AlAQ ce Ak—lAkJ) =tr (A2 ce AkAl)
=1tr (Ag e AkAlAQ)

2. En revanche, la trace d’un produit de ma-
trice n’est pas invariant par n’importe quelle
permutation. Par exemple, dans .#5(K), en
notant (Fj;;) les matrices de la base cano-
nique :

tr (E21E11E12) =1 7£ 0 =tr (E11E21E12).

d. Invariance par similitude.
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Proposition 6.2.6.

Deux matrices semblables ont méme trace (on dit
que la trace est un invariant de similitude) : soit
A, B € #,(K), deux matrices semblables. Alors
tr (A) = tr (B).

Démonstration.
1l existe P € GL,(K) vérifiant A = P"'BP. Alors on a

tr (A) = tr (P~ (BP))
r ((BP)P™)
r (B).

t
t

Remarque 6.2.7.
La réciproque de ce résultat est fausse. Par

2
exemple, montrez que A = ( 0

0 O) et Iy ne sont

pas semblables.

A Ce résultat n’est pas valable pour des
matrices équivalentes. Par exemple Is et 2115 sont
équivalentes, mais n’ont pas la méme trace.

e. Trace d’'un endomorphisme en dimension
finie.

Définition 6.2.8.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et
u € ZL(F). La trace de l’endomorphisme u et on
note tr (u) (ou Tr(u)) est le scalaire défini par

tr (u) = tr (Mat%}(u)),

ol A est une base quelconque de E. Cette valeur
ne dépend pas du choix de la base Z.

Démonstration.

On a vu d’une part que deux matrices d’un méme endo-
morphisme sont nécessairement semblables et d’autre part
que la trace de matrices est un invariant de similitude. La
valeur de tr (u) ne dépend donc pas du choix de la base

B. O

Exemple 6.2.9.
L’endomorphisme Idg a pour trace dim(E).

Exercice 6.2.10.
Déterminer la trace de I'’endomorphisme de déri-
vation dans K, [X].



f. Propriétés.

Proposition 6.2.11.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. La
trace est une forme linéaire sur Z(F).

Démonstration.

Il suffit de choisir une base de # de E et constater que
pour tous endomorphismes u et v, de matrices respectives
A et B, et pour tout scalaire A, on a

tr (Au +v) = tr (AA + B)
= Atr (A) + tr (B)
= Atr (u) + tr (v).

Proposition 6.2.12.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et v
et u deux endomorphismes de E. Alors,

tr (vowu) =tr(uow).

Démonstration.

Il suffit de choisir une base & de E. En notant A et B
les matrices respectives de u et v, la matrice de v o u est
BA, celle de uov est AB et on sait que tr (AB) = tr (BA),
d’ou le résultat. O

Exemple 6.2.13.
Vérifier ce résultat sur deux endomorphismes de
R3.

g. Trace d’un projecteur.

Proposition 6.2.14.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et p
un projecteur. Alors, la trace de p est la dimension
de Imp

tr (p) = rgp.

Démonstration.

Notons n la dimension de F, q celle de Imp. p étant un
projecteur, on a ' = Im p@®Ker p. Soit (e, ..., eq) une base
de Imp. On a dim Kerp = n — g, donc on peut trouver
une base (eg41,...,en) de Kerp. La famille (eq,...,en)
est alors une base #Z de E et relativement a cette base, la
matrice de p est une matrice diagonale dont les ¢ premiers
coefficients valent 1 et tous les autres sont nuls. Sa trace
est donc q. O

20

XXVI - MATRICES ET ALGEBRE LINEAIRE

Remarque 6.2.15.

Ce résultat est faux pour d’autres endomor-
phismes que les projecteurs. Considérer par
exemple un endomorphisme de matrice F1s.

7. Matrices par blocs (HP).

Définition 7.0.1.
Soit M € My, p(K). On peut écrire la matrice sous
la forme

mir mi2 mip

mMa1 M2 Map
M =

Mp1  Mp2 Mnp

En tracant ¢ — 1 lignes horizontales distinctes et
r — 1 lignes verticales distinctes dans le tableau
représentant M, on peut décomposer M en g X r
matrices extraites M;; pour (i, j) € [1,q] x [1,7] :

My Mo My,

Moy Moo Mo,
M= . .

My Mg M,,

Cette décomposition est appelée décomposition
par blocs de M en q X r blocs.

Formellement, une décomposition par bloc de
M est la donnée de ¢ xr matrices M;; pour (i,7) €
[1,q] x [1,r] telles que

1. Pour tout i € [1, q], les matrices M;1, ..., M;,

ont un méme nombre de lignes n; (toutes les
matrices d’'une méme ligne ont méme nombre
de lignes).

2. Pour tout j € [1,r], les matrices My, ...,
M,; ont un méme nombre de colonnes p;
(toutes les matrices d’'une méme colonne ont
méme nombre de colonnes).

3. En notant aﬁljk le coefficient de la ligne h,
colonne k de la matrice M;; pour (i,7) €
[1,q] x [1,7] et (h,k) € [1,n:] x [1,p;], on a
az]k = M(sth)(t+k) ous=mny+...+n;_ et
t:pl—l—...—{—pj,l.

On dira que la décomposition précédente est

triangulaire supérieure par blocs si n = p et que :



1. pour tout i € [1,¢q], M;; est carrée;
2. pour tout (i,7) € [1,q]? avec i > j, M;; est
nulle.

On définit de méme les décompositions triangu-
laires inférieures par blocs.

Enfin, les décompositions diagonales par blocs
sont celles dont tous les blocs M;; tels ¢ # j sont
nuls et tous les blocs M;; sont carrés.

Exemple 7.0.2.

En posant
1 2 3 4 5 6
7T 8 9 10 11 12
e 13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24|’
25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36

A peut se décomposer par bloc en

B C D
E F G|,
H I J
ou
1 2 3
4 5 6
D‘Qou.m) E‘O3M)
F:@@, G:@6N1@,
19 20 21
H=|25 26|, =271,
31 32 33
22 23 24
J=128 29 30
34 35 36

Remarque 7.0.3.

& Lorsqu’on parle de décomposition trian-
gulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure,
diagonale) par bloc, c’est bien la décomposition
qui est triangulaire supérieure (resp. triangulaire
inférieure, diagonale). Toute matrice carrée admet
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en effet une décomposition (triviale) triangulaire
supérieure (resp. triangulaire inférieure, diago-
nale) par bloc.

Proposition 7.0.4 (Interprétation géométrique).
On peut interpréter la décomposition par blocs
de la fagon suivante. Considérons la matrice n X p
donnée dans la définition précédente :

My Mo My,

Moy Moo Mo,
M = . . . 3

Mql Mq2 o Mqr

ou pour tout (4, j) € [1, ] x[1,7], M;; est de taille
n; X pj. Soit E et F' des espaces vectoriels respec-
tivement de dimension p et n, & = (e1,...,€ep)
une base de E, € = (f1,..., fn) une base de F
et u e Z(E,F) vérifiant Matg «(u).

On note % la famille des p; premiers vecteurs
de B, Py celle des ps suivants, ..., B, celle des p;,
derniers et Fy = Vect(%), ..., E, = Vect(%,).
Pour tout j € [1,r], #; est une base de Ej.

On note %) la famille des nq premiers vecteurs
de €, %, celle des ny suivants, ..., G, celle des
n, derniers et Fy = Vect(61), ..., Fy = Vect(%y).
Pour tout i € [1,¢], €; est une base de F;.

Alors

E=E®...0E,,
F=FR®..0F,

Tout y € F sécrit de fagon unique 71 (y) +
..+ (y), ot w(y) € F; pour tout i € [1,q] (]
est alors la projection sur F; parallelement a la
somme des Fj pour k # ).

De méme notons, pour tout j € [1,7], 7; la
projection sur F; parallelement a la somme des
Ej pour k # j.

Alors, pour tout (4,7) € [1,¢] x [1,7], on note

uij:{

Ainsi, u;; est obtenu en restreignant u au départ
a E; et, comme il n’est pas a priori possible de

Ej = Fl



le restreindre a l’arrivée a F; en le composant a
gauche par la projection sur F; (par rapport a la
somme des Fj, pour k # i) : ujj =7, 0 U|E, -

On a alors, pour tout = € E :

> ui(m@).

(i.3)€ll,qlx[1,r]

u(x) =

De plus, pour tout (4,7) € [1,¢] x [1,7],

Matggj G, (UU) = Ml’j.

Démonstration.
Remarquons tout d’abord que pour tout x € F, on a

u(z) =u <Z 5 (x))
= ulm(x))
DO miu(m ()

=1 i=1

D

(i,9)€lL,qlx[1,7]

uij(m;(2))-

Soit (i,7) € [1,¢] x [1,7]- On a

Ci = (for1, fotz,. ..

Bj = (€t+1,€t+2,--~

) fS"rni)y

7ei+Pj)7
ou
s=ni1+...+n;-1,
t:p1+...+pj71.

Soit k € [1,p;]. En notant (mi;); ;yepinjxqu,q les coef-
ficients de M, on a

Uij (€k) = W;(“(etﬂc))

A (Z mh(t+k)fh>
h=1
s+n;

= Z mh(t+k)fh

h=s+1

= Z M (s4h)(t4+k) fsth-

h=1

On en déduit que la matrice de u;; est la matrice des

(m(s+h),(t+k))(h ke[l X [Lp:] qui est exactement la ma-
, i \Pj

trice M;;. On a donc Mata, «, (uij) = Mij. O

22

XXVI - MATRICES ET ALGEBRE LINEAIRE

Proposition 7.0.5 (Addition par blocs).
Soit (A, B) € My, ,(K)?, admettant des décompo-
sitions par blocs

A An Air
Ag1 A Agy
A: . . . )
Ag Ag Ay
Bi1 Bia By,
Ba1 Bao By,
B = . . )
By Bp Byr

ou pour tout (i,7) € [1,¢] x [1,r], Ai; et B;; sont
de méme taille.
Alors A 4+ B vaut

A1+ B Aig+ Bia A1, + By
A1 + Ba1 A + Boo Agr + Boy
Aql + Bql Aq2 + Bq2 Aq'r' + qu

Démonstration.
Notons, pour tout i € [1,¢] (resp. pour tout j € [1,7]),
n; (resp. p;) le nombre de lignes (resp. de colonnes) des
matrices de la ligne ¢ (resp. de la colonne j) de ces décom-
positions par bloc.

Posons C = A 4+ B et pour tout (4,5) € [1,4] x [1,7],
Cij = Aij + Bij.

Notons a;; pour (i,7) € [1,n] x [1,p] les coefficients
de la matrice A, b;; ceux de B, ¢;; ceux de C et pour
tout (4,7) € [1,q] x [1,7] et tout (k,h) € [1,n:] x [1,p;],
a%ﬂ (resp. bﬁljk, resp. c;fk) ceux de A;; (resp. Bij, resp.
Ci;). On a alors, en posant s = ni + ... +n;—1 + h et
t:p1+.‘.+p.7‘_1+k‘.

Cst = Qst + b.st - ath + thk = Chjk

On a donc
Cnn Ci2 Cir
Co1 Ca Coa,
C= . .
Can Cg2 Cqr
D’ou le résultat. O

Proposition 7.0.6 (Multiplication par blocs).
Soit A € My, p(K) et B € A, 4(K).



On considere des décompositions de A en r X s
blocs et de B en s x t blocs,

A A A
Ag1 Ao Ags

A= . . )
Arl AT‘2 Ars
By Bis By
By1 By By

B = . . . y
le BSQ Bst

telles que pour tout pour tout (i,k,7) € [1,r] x
[1,s] x [1,t], les matrices A;; et By; aient des
tailles compatibles par la multiplication.

Alors le produit A x B s’écrit par blocs :

Ci1 Ci2 Ct
Co1 Ca Co

C = . . )
Crl Cr2 Crt

ou pour tout (7,7) € [1,r] x [1,t], on a

S
Cij =Y Awx X Bij
k=1

Démonstration.
Nous donnons ici les grandes lignes de la démonstration,
que nous traitons de facon géométrique.

Choisissons F, F, GG trois espaces vectoriels de dimen-
sions respectives g, p, n et trois bases respectives &, € et
2 de ces espaces.

Notons u € Z(E,F) et v € Z(F,G) les applications
linéaires vérifiant Mat g «)(u) = B et Mat( o) (v) = A.

Comme précédemment, on peut, a partir de la base
A, décomposer E en une somme directe 1 & ... S E; et
construire des projections 71, ..., T Sur ces sous-espaces
respectifs, parallelement a la somme des autres.

On fait de méme pour décomposer F' en F} ® ... D Fs
et construire les projections 7, ..., 7, associées et pour
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décomposer G en G1 @ ... PG, et construire les projections
', ..., m! associées.

Posons w = v o u.

On peut construire comme précédemment des u;; €
Z(E;, F;) pour (3,j) € [1,s] x [1,t] pour décomposer
u, des vy; € Z(Fj,G;) pour (4,5) € [1,7] x [1,s] pour
décomposer v et des w;; € Z(E;, G;) pour (i,7) € [1,7] x
[1,¢] pour décomposer w.

En posant C;; = Matg, o(w;;) pour (i,j) € [1,7] X
[1,t], on obtient une décomposition par bloc de la matrice
Mat g, »(w) qui n’est autre que A X B.

Soit alors (4,7) € [1,7] x [1,s] et € E;. On a

1
Wij = T; O W|E;

"
=T; OVOuUg,

s
" /
=7, ovo (E 7rk> o U,
k=1
n
1" /
= E T O’UOﬂ'kO’U,|Ej
k=1

n
_ " ’
= Uy OU|FkO7TkOU‘Ej

k=1
n

= E Vik O Ukj.
k=1

On en déduit
n

Cij = Mat@,@(z Vik © Uky)

k=1

n
= ZM&U&@(UU@) X Matggfg(ukj)
k=1

= iAm X Bkj.
k=1

Exercice 7.0.7.
Calculer A?, avec

10 0 1
01 0 O
A= 00 -1 0
10 0 -1



