XXI Applications linéaires et familles de vecteurs

5 juillet 2024

Table des matieres

1 Applications linéaires. 2
1.1 Définitions. . . . . . . . . . e e e e e 2
1.2 Opérations sur les applications linéaires. . . . . . . . . . ... ... ... ... ....... 3
1.3 Noyau et image. . . . . . . . . . e 4
1.4 TIsomorphismes. . . . . . . . . . L e 5
2 Familles de vecteurs. 6
2.1 Image du sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs. . . . . . . ... ... 6
2.2 Sev engendré par une famille finie. . . . . . ... oo 6
2.3 Familles génératrices. . . . . . . . . . Lo 7
2.4 Familles libres et liées. . . . . . . . . .. 9
2.5 Bases. . ..o e e e 12
2.6 Bases canoniques. . . . . . ... e e 15
3 Endomorphismes particuliers. 16
3.1 Homothéties. . . . . . . . . . e 16
3.2 Projecteurs. . . . . . . e e 16
3.3 Symétries. . . . ... e 17



XXI - APPLICATIONS LINEAIRES ET FAMILLES DE VECTEURS

Dans tout ce chapitre, K = R ou C. L’important
est que K soit un corps, mais le programme se
limite & K =R ou C.

1 Applications linéaires.

Soient E; et Fy deux K-ev (K=R ou C).
1.1 Définitions.

Définition 1.1.1.

On appelle application linéaire (ou morphisme
d’espaces vectoriels) de E7 dans Es toute applica-
tion ¢ : Fy — FEy vérifiant

Y(z,y) € E?, Y(\, u) € K?
p(Az + py) = Ap(x) + pe(y). (1)

Autrement dit, I'image d’une combinaison li-
néaire est la combinaison linéaire des images
une application linéaire préserve les combinaisons
linéaires.

e [’ensemble des applications linéaires de F
dans Ej est noté Z(E, Es).

e Une application linéaire de FE; dans
FEq est appelé endomorphisme. On note
ZL(E1,E) = Z(Ey).

e Une application linéaire bijective est ap-
pelée isomorphisme. L’ensemble des iso-
morphismes de FE; dans FEs est noté
YL (Er, Es).

e Un automorphisme est un endomorphisme
qui est aussi un isomorphisme, on note
G ZL(E\) =9Z(E, E) Pensemble des au-
tomorphismes de E7, appelé groupe linéaire.

e Une application linéaire de £; dans K est
une forme linéaire.

Remarque 1.1.2.

Une application linéaire ¢ de F; dans Fs est un
morphisme de groupes de (E1,+) dans (Eq,+),
avec une propriété supplémentaire vis-a-vis de la
loi externe.

Remarque 1.1.3.
La propriété fondamentale des applications

linéaires se généralise aux combinaisons li-
néaires d’un nombre quelconque de vecteurs : si
x1,...,xn € Eet \,...,\, e Ket f € Z(E,F),

n n
alors f (Z Aiafi) = Z Nif (zi).
k=1 k=1
De maniere plus générale, pour toute famille
(74);¢; et toute famille a support fini (A;);c;, on a

f<z /\z‘xz‘) =Y Aif (@)

i€l i€l

Remarque 1.1.4 (Trés utile en pratique).
La propriété fondamentale des applications li-
néaires (1) est équivalente a

Y(z,y) € E?, YA €K
p(Az +y) = Ap(z) + (y) (2)

ainsi qu’a

V(z,y) € B,z +y) = o(@) + ¢(y)
et V(\,z) € K x E1, p(Ax) = Ap(z).

La démonstration est analogue a celle pour les
sev.

Exemple 1.1.5.
eSoitu€cR3 Alorsp : R? — R
R S TR

forme linéaire (on dit que le produit scalaire est
linéaire a droite).
e Soit A €  Mpy(K). Alors ¢ :

Mgn(K) — Mep(K)  est linéaire (on

B — BA

dit que le produit matriciel est linéaire a gauche).

est une

Exemple 1.1.6.

p R3 — R3 est
(x,y,2) — (Br+y2z,2—-y+z2)

un endomorphisme.

Remarque 1.1.7.

Toute application polynomiale (en plusieurs va-
riables) faisant intervenir des termes de degrés
différents de 1 n’est pas linéaire.
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Exemple 1.1.8.

Y R? — R n’est pas une application
(z,y) — =y

linéaire, idem avec x2 et 3z + 2y + 2.

Exemple 1.1.9.
On note #n(R) ’ensemble des suites réelles conver-
gentes, c’est un sev de RY, et Papplication ¢

N(R) — R est une forme linéaire.

Exemple 1.1.10.
La dérivation, 'intégration sur un segment sont
des opérations linéaires (en fonction de la fonction
dérivée, de I'intégrande).
Exemple 1.1.11.
Soit E = .Z(R,R) et a € R.
L’applicationev, : E — R

[ fla)

linéaire appelée évaluation en a.

est une forme

Remarque 1.1.12 (Notations multiplicatives).
Dans le cas des endomorphismes, on notera sou-
vent uv pour signifier u o v.

De méme, on notera souvent

k fois

ol k € N, avec la convention «® = Idg.

Proposition 1.1.13.
Si ¢ € Z(E1, E2), alors ¢(0g,) = 0g,.

Démonstration.
Comme pour les morphismes de groupes : ¢(0g,) =
005, +0g,) = (0, ) + »(0g,). O

Montrons enfin un théoreme central, qui per-
met de caractériser bon nombre d’applications
linéaires.

Théoréeme 1.1.14.
Soit E, F' deux K-ev, soit F7, Fs deux sev supplé-
mentaires de F (i.e. E = Fy @ Ej).

Soit f; € g(El,F) et foy € .,%(EQ,F).

Alors, il existe une unique f € Z(E, F) telle
que fig, = f1 et fig, = fo.

Démonstration.
On raisonne par analyse-synthese.

Analyse. Soit f € Z(E, F) telle que fig, = f1 et fig, =
fo, so0it ¢ € E, x1 € E1 et x2 € Fo vérifiant x = x1 + x2.
Alors

f(@) = fz1) + f(z2) = fr(z1) + fa(22).

Synthese. Soit © € F, soit 1 € F1 et x2 € F» vérifiant
z = z1+x2. On pose f(x) = f1(z1)+ f2(x2). Tout d’abord,
par définition et par linéarité de fo,

f(z1) = f(@1 +0g) = fi(z1) + f2(0r) = fi(21).

Ainsi, f‘E1 = f1. De méme, f|E2 = fo.

Vérifions donc la linéarité de f. Soit x,y € E, z1,y1 € F1
et xa,y2 € FEy vérifiant x = z1 + x2 et y = y1 + y2. Soit
A p € K. Alors

AT + py = Ax1 + py1 + Ar2 + py2,
—_———— N——

€k, €Ebo

donc par définition

JQz 4 py) = fr(dzr + py1) + fo(Ar2 + pye).

Par linéarité de f1 et de fa, on a donc

FOz 4 py) = Mfa(zn) + pfi(y) + Afa(z2) + pfa(y2)
= Af(z) + uf(y)-

Ainsi, f est linéaire. O

Exemple 1.1.15.
Avec E = F = R3, considérons le plan & d’équa-
1
tion x +y+ 2 = 0 et la droite Z = Vect | 1 |. On
1
montre aisément que R? = 2 @ 2.
On peut donc considérer I'endomorphisme f de
FE caractérisé par
— Yue Z, f(u) =u ;
— Yue P, flu)=—u. "

1.2 Opérations sur les applications
linéaires.

Dans toute la suite, /1, F5y et E3 sont des K-ev.

Théoréme 1.2.1. 1. Z(F1, E3) est un sev de
(F (B, Eq),+,-).
2. Si f € L(Fy,E2) et g € L(Fsy, E3), alors
gof e Z(E, Es).
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3. Soit f € Z(E1, E3). Alors les applications
o g(EQ,E3) — X(El,Eg,)
' g — gof
et

”(/J' g(E{;,El) — g(E;g,Eg)
' g — fog

sont linéaires.

Démonstration.

Elémentaire. O
Remarque 1.2.2.

Ces résultats montrent, avec £1 = Fo = E3, que
(Z(E1),4+,0) est un anneau.

En général, cet anneau n’est pas commuta-
tif.

Exemple 1.2.3.
On pose By = €T°(R,R) : c’est un sev de
Z(R,R) (le montrer). On note

pv: ET — FEy ety : By — E
fo=f R — R
f -

x — xf(x)

On constate alors que 1 o ¢ # @ o .

1.3 Noyau et image.

Théoreme 1.3.1.
Soit ¢ € Z(E1, E3), A un sev de Fy et B un sev
de Eg.

1. L’image directe de A par ¢ est un sev de Fj.

2. L’image réciproque de B par ¢ est un sev de
E.

Démonstration. 1. On a bien ¢(A) C FE> ainsi que
0r, € ¢(A), car p(0g,) = 0g, et O, € A.
Soit (y1,y2) € p(A)?, soit A € K et soit (z1,z2) € A?
vérifiant y1 = ¢(x1) et y2 = @(x2). Alors, comme A
est un sev de E1, on a 1 + Az2 € A et donc, par
linéarité de ¢, on a y1 + Ay2 = p(z1) + Ap(z2) =
p(z1 + Az2) € o(A). Ainsi, p(A) est un sev de Es.

2. On a bien ¢~ '(B) C E; ainsi que 0g, € ¢~ *(B), car
»(0g,) = 0g, et Op, € B.

Soit (x1,72) € ¢ H(B)?, A € K. Alors, p(z1) € B

et p(z2) € B et, par linéarité de ¢, p(z1 + A\z2) =

p(z1) + Ap(z2) € B, car B est un sev de Fs. Ainsi,

z1+ A2 € 9 1(B) et donc ! (B) est un sev de Ej.

]

Définition 1.3.2.
Soit ¢ € Z(En, E»).
1. On appelle noyau de ¢ noté Ker ¢, ’ensemble
{ze B |p(x)=0g}

2. On appelle image de ¢ et on note Im ¢, 1’en-
semble { p(z) | z € Ey }.

Remarque 1.3.3.
Le théoréme 1.3.1 assure ainsi que Ker ¢ et Im ¢
sont des sev.

Remarque 1.3.4.

Pour montrer qu’'un ensemble est muni d’une
structure d’ev, on essaiera TOUJOURS de I'iden-
tifier comme noyau ou image d’une application
linéaire. Sinon, on essaiera de 'identifier directe-
ment comme sev. d’un ev. de référence.

Rappel : on ne revient JAMAIS a la définition
générale d'un ev.

Théoréme 1.3.5.
Soit p € Z(En, E»).

1. ¢ est injective si et seulement si Ker ¢ = {0}.

2. p est surjective si et seulement si Im ¢ = Fbs.

Démonstration. 1. Deux méthodes : refaire comme
la démo analogue pour les morphismes de groupes,
ou utiliser directement ce théoréme : on choisit la
deuxieme méthode. Il suffit alors remarquer que Ker ¢
est le méme que ’on adopte le point de vue «groupe»
ou le point de vue «espace vectoriel».

On peut aussi refaire la premiére méthode pour s’en-
tralner.

O

Remarque 1.3.6.
Les calculs de noyaux et d’images se ramenent
souvent a des résolutions de systemes linéaires.
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Exemple 1.3.7.
Déterminer Ker ¢ et Im ¢, avec

R} — R3

) T r + 2y + 5z
7 yl| — -y - z
z -r + y - 2z

Exemple 1.3.8.
Soitp : RE — RE

f = fxsin
linéaire, puis que ¢ n’est pas injective, en trouvant
une fonction f non nulle dans Ker ¢. Par exemple
f(z)=0siz#0et f(0)=1.
On montre enfin que 1 = ¢|go(g) est injective, en
montrant que son noyau est réduit a {0}.

. On montre que @ est

On peut maintenant unifier les résultats sur les
structures des solutions de nombreux problemes
linéaires étudiés auparavant (systémes linéaires,
équations différentielles linéaires).

Proposition 1.3.9.
Soit f € Z(F1, Es) et a € Ey. Alors f~1({a}) est
soit vide, soit un sea de E7 de direction Ker f.

Remarque 1.3.10.
f~*({a}) est 'ensemble des solutions de I’équa-
tions f(z) = a, avec x € Ej.

Démonstration.
Reprendre chaque preuve effectuée lorsque ’on a rencontré
ce type de structure de solution. O

Exemple 1.3.11.

L’ensemble des suites réelles (up)n,nn vérifiant
pour tout n € N, upt90 = 3upyr1 — 2uy, — 4 est le
sea de direction Vect((2"),en, 1) et passant par
(47) nen-

Remarque 1.3.12.
On retrouve ainsi que l'ensemble des solutions
d’un systeme linéaire est soit vide soit un sea.

1.4 Isomorphismes.

Un isomorphisme transporte la structure d’ev,
comme pour les groupes.

& Dire que F; et E> sont isomorphes ne
signifie pas que toute application linéaire de E;
dans FEs est un isomorphisme. On peut donner
un exemple : f : R? = R2% (z,y) — (z,0).

Théoréme 1.4.1.
Soit ¢ € g(El, Eg).

1. Si ¢ est un isomorphisme, alors

aussi.

2. Une composée d’isomorphismes est un iso-
morphisme : si ¢ € YZ(E1,E2) et ¢ €
G L (FEs, E3), alors Yo p € 9% (E, E3).

3. (9%£(FE1),0) est un groupe appelé groupe
linéaire (groupe des automorphismes).

Démonstration. 1. Soit (y1,y2) € E3, soit A € K et
soit (z1,x2) € E? vérifiant z; = 0 1) et x2 =
@ (y2). On a alors, par linéarité de ¢, p(x1+Ax2) =
@(z1) + Ap(x2) = y1 + Aya, donc o~ ' (y1 + Ay2) =
© 1) + et (y2). Ainsi, ¢! est linéaire.

2. On a déja vu que 1 o p est bijective et linéaire : c’est
fini !

3. Montrons que c’est un sous-groupe du groupe des
permutations de E1 : (Sg,,0). L’application identité
est bijective et linéaire, donc Idg, € 4.Z(E1). Les
deux résultats précédents montrent que 4.Z(E1) est
stable par passage a l'inverse et composition, ce qui
permet de conclure.

O

Remarque 1.4.2.
Notation : Sin € N*, 4 Z(K") est noté 4.7, (K).

Exemple 1.4.3.

Y RZ - R?
(:c,y) = (x_yax+2y)

€ 9.%(R)

On résout le systeme ¢(x,y) = (a,b), et cela
montre que ¢ est bijective, et donne ’expression
de oL

Remarque 1.4.4.
¢ Z(F) ayant une structure de groupe, on utilise
les notations multiplicatives usuelles.
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Notamment, si v est un automorphisme de E
et si k € N, on note

2 Familles de vecteurs.

Dans cette partie, sauf mention expresse du
contraire, I désigne un ensemble et (z;),.; une
famille de vecteurs de E indexée par cet ensemble.

Définition 2.0.1.

Etant donné deux familles de vecteurs (z;);cr et
(yj)jes, on note (z;)icr W (y;) e leur concaténa-
tion.

Remarque 2.0.2.
Ce n’est pas une notation officielle et nous ne dé-

finirons pas formellement cette notion. On pourra
n

aussi utiliser le symbole L—ﬂ pour écrire la conca-
i=1

ténation de n familles de vecteurs de E.

Exemple 2.0.3.

(x1, 22, 23) W (Y1, y2) = (1,22, 23, Y1, Y2)-

2.1 Image du sous-espace vectoriel
engendré par une famille de vecteurs.

On utilisera beaucoup le résultat suivant.

Proposition 2.1.1.

Soit E et F' deux espaces vectoriels. Soit (2;);c;
une famille de vecteurs de E et f € Z(E,F).
Alors I'image directe du sous-espace de E engen-
dré par la famille (x;);.; est le sous-espace de F
engendré par la famille (f(x;));¢;

f(Vect ((xi)ief)) = Vect ((f(mi))iel)

Démonstration.

Posons V = Vect ((ml)zel) f(V) est un sous-espace vecto-
riel de . Comme V contient tous les z; pour i € I, f(V)
contient tous les f(z;) pour ¢ € I. Donc il contient le sous-
espace engendré par les f(w;) : Vect ((f(xl))lel) C f(V).

Réciproquement, soit y un élément de f(V'). y est 'image
d’un élément x de V. Alors = est une combinaison linéaire
> ier Aixi (ot la famille (A;),c,) est & support fini), donc
on a

y = f(z)

o
= ZAJ(%)

i€l
€ Vect ((f(wl))zel)
Donc f(V) C Vect ((f(ml))zel) -
Exemple 2.1.2.
Soit ¢ : R3[X] — Ry[X]
P +— P —-XP'

. Donner Im ¢.

2.2 Sev engendré par une famille finie.

Dans cette sous-partie, on s’intéressera exclu-
sivement au cas ou I = [1,n]. La famille (z;)
est donc le n-uplet (z1,...,zy).

el

Proposition 2.2.1.
Vect(z1,...,2,) = Ime ou ¢ est lapplication
linéaire de K™ dans F

v Kr — E
(Al,...,An) —> Z)\kwk
k=1

Proposition 2.2.2. 1. Vect(zy,...,z,) n'est
pas modifié si 'on permute deux vecteurs de
(1'1, 500 ,l’n).

2. si pour un ¢ € [1,n] on a x; qui est combi-
naison linéaire des autres vecteurs (en parti-
culier, si z; = 0), alors Vect(z1,...,z,) =
Vect(z1, ..., Ti—1,Tit1,. .., %), Cest-a-dire
que l'on peut oter x; de la famille sans modi-
fier le sev engendré.

3. Vect(z1,...,x,) n’est pas modifié si 'on rem-
place un des x; par une combinaison linéaire
en ri,..., T, dont le coefficient en x; est non
nul.
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Démonstration. 1. C’est une conséquence directe du
fait que Vect (z1,...,zn) = Vect { z1,...,2n }.
2. C’est une conséquence du fait que pour toutes parties
XetY de E,si X CY C Vect(X), alors

Vect(X) C Vect(Y) C Vect (Vect(X)) = Vect(X).

3. Quitte & permuter les vecteurs, on peut supposer que
i = n. Considérons un vecteur =’ obtenu par combi-
naison linéaire des z pour k € [1,n] dont le coeffi-

cient de z, est non nul. Posons V' = Vect(z1,...,2Zn)
et V' = Vect(x1,...,Tn-1,7") et montrons V = V",
Posons V" = Vect(z1,...,Tn_1,Tn,z’). ' étant com-
binaison linéaire des z, pour k € [1,n],ona V"' =V

d’apres le point précédent.
De plus, le coefficient de z,, dans cette combinaison
linéaire est non nul, donc x,, peut s’exprimer comme
combinaison linéaire de z1, ..., z,_1 et z’. Donc,
toujours d’apres le point précédent, V" =V’. On a
donc V=V"=V',
O
Remarque 2.2.3.
0 est toujours combinaison linéaire de toute fa-
mille de vecteurs : on peut donc « ’enlever »
d’une famille sans modifier le sev engendré par
cette famille.

Exemple 2.2.4.
Dans R3, avec u; = (1,0,0), ug = (0,1,0) et
uz = (1,1,0).
1.
Vect (u1, ug,u3) = Vect (u1,ug)
= Vect (u1,us).

2. Déterminer une CNS sur w € R3 pour que
Vect (u1,u2, uz, w) # Vect (u, ug, ug).

Exemple 2.2.5.
On veut construire une base a partir de la base
canonique :

Vect ((1,0),(0,1)) = Vect ((2,3), (0,1))

= Vect ((2,3), (1,2)).
La famille ((2,3), (1,2)) est donc une base de R2.
C’est 'autre sens qui est le plus souvent utilisé,

et qui fait apparaitre un pivot de Gauss (encore
et toujours)

Vect ((3,4),(1,5)) = Vect ((0,—11), (1, 5))
= Vect ((0,1),(1,5))
= Vect ((0,1), (1,0)).

La famille ((3,4), (1,5)) est donc une base de R2.

2.3 Familles génératrices.

Définition 2.3.1.

On dit que la famille (x;);.; est génératrice ou
qu’elle engendre le K-espace vectoriel F si E =
Vectk ((%i);er)-

Remarque 2.3.2.

Ainsi, dans le cas ou I = [1,n], (z;)ier est gé-
nératrice si et seulement si I’application v de la
proposition 2.2.1 est surjective.

Proposition 2.3.3.

Une famille (z;);c; de vecteurs de E est généra-
trice de F si et seulement si tout élément de F
peut s’écrire comme une combinaison linéaire des
vecteurs de cette famille.

Démonstration.
On a Vectg ((ml)zel) C FE puisque tous les éléments de
(x:),c; appartiennent a E. On a donc

E = Vectxk ((ml)zel) < F C Vectg ((:rl)lel)

Qui est exactement ce que dit la proposition. O
Exemple 2.3.4. 1. Dans R3,
1 0 0
0f,(1],]0 est génératrice car
0 0 1
x
y | = xe1 + yes + zes. Se généralise a R”
z

avec base canonique.

2. Dans C considéré comme un R-ev, une famille
génératrice est (1,1).

3. Dans C considéré comme un C-ev, une famille
génératrice est (z), pour n’'importe quel z # 0.
On peut noter C = Vectg(1,7) = Vectc(z).

4. Dans le R-espace vectoriel R[X], la famille
(X k) . est une famille génératrice de R[X].
Dans le C-espace vectoriel C[X], la famille
(X k) Lol est une famille génératrice de C[X].
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En revanche, dans le R-espace vectoriel C[X],
la famille (X*)
keN

k _
de C[X] (car Vectr ((X >keN> = R[X] #
C[X].

5. Dans le C-espace vectoriel C(X), d’apres
le cours sur la décomposition en élément
simple, on obtient une famille génératrice
de C(X) en regroupant les familles (X k)

n’est pas génératrice

keN
et (ﬁ)(a,k)GCXN'

Remarque 2.3.5.
On a aussi la notion de famille génératrice d’un
sev F' de E.

Remarque 2.3.6.

On appelle droite vectorielle tout sev engendré
par un seul vecteur (non nul), qui est alors vecteur
directeur. Correspond bien a ce qui se passe dans
R? et R3.

Idem avec plan vectoriel et deux vecteurs.

Proposition 2.3.7.
Soit E, F' deux K-espaces-vectoriels, soit V un
sevde B, f € Z(E,F), soit (x;);c; une famille
génératrice de V. Alors, (f(x;))ier est une famille
génératrice de f(V).

Démonstration.
C’est juste une réécriture de la proposition 2.1.1 O

Exercice 2.3.8.

Soit
R — R3
x z + 3y + 2z
yl| — z + 4y + =z
z y - oz

Déterminer une famille génératrice (la plus petite
possible) de

1 -3
f| Vect —1f,]-1
-1 -1

Corollaire 2.3.9.
Soit F et F deux K-espaces vectoriels, f €
Z(E,F) et (2;);c; une famille génératrice de
E. Alors I'image de cette famille par f est une
famille génératrice de Im f.

Notamment, f est surjective si et seulement si
(f(x;))ier est une famille génératrice de F

Démonstration.
C’est une conséquence directe de la proposition 2.1.1 :
Im f = f(E) par définition
= f(Vect ((mz)zel)) car (x;);.; génératrice
= Vect ((f(a:z))zel) par prop. 2.1.1

Exemple 2.3.10.
Soit

f R} — R3

T 3z — y
Y — 2 + y + =z
z z 4+ 3y + 2z

Alors,

Im(f) = Vect(f(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1))
= Vect((3,2,1),(-1,1,3),(0,1,2))
= Vect((0,5,10), (~1,1,3),(0,1,2))

((-1,1,3),(0,1,2)).

Proposition 2.3.11. 1. Une famille généra-
trice a laquelle on ajoute des vecteurs est
toujours génératrice.

2. On peut retirer tout vecteur qui est combinai-
son linéaire des autres vecteurs de la famille
(c’est une condition suffisante mais elle est
en fait aussi nécessaire).

Démonstration. 1. Découle du fait que I'inclusion de
deux parties implique I’inclusion des sous-espaces
engendrés.

2. Découle du fait que pour toutes parties X et Y de F,
X CY C Vect(X) implique Vect(X) = Vect(Y).
O
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Exemple 2.3.12. 1. Dans R*, on considére &2
’ensemble de R* défini par

z—y+2t = 0
z+y—z2 = 0

ot (z,v,2,t) sont les coordonnées dans R*.
On trouve

P = Vect((1,0,1,-1/2),(0,1,1,1/2))

donc c’est bien un plan.

2. On consideére I’ensemble S des suites réelles
vérifiant upyo + 2up41 — 3uy = 0. S est un
sous-espace vectoriel de RY (le vérifier). On
veut en donner une famille génératrice. On
résout comme dans le cours, on trouve deux
vecteurs générateurs. Ca marcherait pareil
avec les solutions d’une équation différen-
tielle.

Théoréeme 2.3.13.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors toute concaténation d’une famille généra-
trice de F' et d’une famille génératrice de G est
une famille génératrice de F' + G.

Démonstration.
Soit (2i),c;, une famille génératrice de I et (i), ;, une fa-
mille génératrice de G. Notons (7)o, = (%i);cp, W(Ti);cp,

Toute combinaison linéaire d’éléments de la famille
(i), est dans F + G.

Réciproquement, tout élément de F' + G s’écrit comme
somme d’un élément de F' et d’un élément de G. Le pre-
mier est une combinaison linéaire d’éléments de la fa-
mille (zi),c;, et le second de la famille (z),c,,. Donc
leur somme est une combinaison linéaire d’éléments de la
famille (z;) O

iel

2.4 Familles libres et liées.

Définition 2.4.1.

On dit que la famille (z;);.; est libre si toute
combinaison linéaire d’éléments de (z;);.; dont
la valeur est Og est la combinaison triviale, c’est-
a-dire n’a que des coefficients nuls. Formellement,

la famille est libre si et seulement si, pour toute
famille de scalaires (\;);c; a support fini, on a

Y Aiwi=0g=>VielX=0
i€l

Dans le cas ou I = [1,n], cette condition s’écrit :
pour tout n-uplet (A1,...,A\,) de scalaires, on a

Z)\il‘iZOEi(Al,...,)\n):(o,...,())
=1

Une famille non libre est dite lzée.

Remarque 2.4.2. — Une famille est donc liée
si et seulement s’il existe une combinaison
linéaire de valeur nulle a coefficients non
tous nuls.

— Si 'un des z; est nul, la famille est liée.
— Si la famille comporte deux fois le méme
vecteur, elle est liée.

Remarque 2.4.3.
Ainsi, dans le cas ou I = [1,n], (x;);cs est libre si
et seulement si I’application ¢ de la proposition
2.2.1 est injective.

Proposition 2.4.4.

La famille (x;),.; est libre si et seulement si tout
élément x de E s’écrit d’au plus une fagon comme
combinaison linéaire d’éléments de (z;),.;-.

Démonstration.Sens direct Supposons que la famille
(i), est libre et montrons que tout élément = de
FE s’écrit d’au plus une fagon comme combinaison
linéaire d’éléments de (:ci)iel.
Soit  un élément de E. Supposons qu’il existe deux
familles de scalaires a support fini (A\;),.; et (i)

iel
vérifiant
xr = Z )\imi = Z/umi
iel i€l
Alors on a
OE =Tr—T = Z()\l — ul)ml
iel

Or la famille (z;)
ona\ —u; =0.

;c1 est libre, donc pour tout i € I,
Donc tout élément de F s’écrit d’au plus une fagon

comme combinaison linéaire d’éléments de (),
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Sens indirect Supposons que tout élément de E s’écrit
d’au plus une fagon comme combinaison linéaire d’élé-
ments de E et montrons que la famille (z;),., est
libre.
SOit ()\2)z
vérifiant

; une famille de scalaires a support fini

Z)\,ml = OE.

iel

€

Alors en posant p; = 0 pour tout ¢ € I, on a aussi
Z Wili = OE.
i€l

Ainsi, Og s’écrit de deux fagons comme combinaison
linéaire de la famille (x;),.; :les deux familles (A;)
et (44:);c; sont donc la méme famille, donc

iel

Viel X\=0

La famille (x;),; est donc libre.

Proposition 2.4.5.

La famille (z;);.; est libre si et seulement si aucun
élément de cette famille ne peut s’exprimer comme
combinaison linéaire des autres éléments de la
famille.

Démonstration.

On fera ici la démonstration dans le cas ot I = [1,n] qui
est le cas qu’on rencontrera le plus fréquemment par la
suite. La démonstration n’est pas plus compliquée dans le
cas général.

Montrons que la famille considérée est liée, c’est-a-dire
qu’il existe une combinaison linéaire non triviale valant
0, si et seulement si au moins un élément de la famille
s’écrit comme combinaison linéaire des autres éléments de
la famille.

Sens indirect Supposons qu’il existe une combinaison li-
néaire non triviale de (x1,...,2,) valant 0. Notons
A1, ... An ses coefficients. L'un d’eux au moins étant
non nul, on peut supposer A1 # 0, quitte & permuter
les vecteurs. Alors on a

i Aexp = 0p,
k=1

donc

Donc z1 est combinaison linéaire des autres vecteurs
de la famille.
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Sens direct Supposons que z; s’écrive
PP q

n
1 = § )\k;(fk,
k=2

ou x2, ..., T, sont d’autres éléments de la famille
et A1, ..., A\x sont des scalaires. Alors, en posant
Al=-1,ona

Z )\kuk = OE.
k=1

Cette combinaison linéaire n’est pas triviale puisque
A1 n’est pas nul, donc la famille est liée.

(le cas général fonctionne de méme). O

Exemple 2.4.6. 1. Dans R? : une famille de
deux vecteurs est liée si et seulement si les
deux vecteurs sont colinéaires, donc une fa-
mille de deux vecteurs est libre si et seulement
si ¢’est une base.

2. Dans R?, une famille de 3 vecteurs est liée si
et seulement si les 3 vecteurs sont coplanaires,
donc une famille de trois vecteurs est libre si
et seulement si c’est une base.

Remarque 2.4.7.

Dans R™, si on utilise la définition pour chercher si
une famille est libre, on est ramené a la résolution
d’un systeme linéaire (une fois de plus).

Exemple 2.4.8.

e Montrer que ((1,0),(—1,2),(2,4)) est liée dans
R2.

e Montrer que ((1,0,0),(0,—1,1),(1,0,2)) est
libre dans R3.

o (x +— sinz,x +— sin 2z, x — sin 3z) est libre.

Définition 2.4.9.
Soit z,y deux vecteurs de E. On dit que
— x est colinéaire a y s’il existe A € K tel que
T=AY ;
— x et y sont colinéaires si x est colinéaire a
y ou si y est colinéaire a x.

Remarque 2.4.10.
Si x et y sont tous les deux non nuls, x est coli-
néaire a y si et seulement si x et y sont colinéaires.
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Proposition 2.4.11.
La famille vide est toujours libre.
Soit x et y deux vecteurs de E.

1. (x) est libre si et seulement si x # Of.

2. (x,y) est libre si et seulement si z et y ne
sont pas colinéaires.

Démonstration.
Elémentaire : a vous de le faire. O

A Cet argument n’est valable que pour

deux vecteurs, comme nous ’avons vu plus haut.

Proposition 2.4.12.

Soit E et F deux K-espaces vectoriels, f €
Z(E,F) avec f injective et (r;),.; une famille
libre de E. Alors 'image de cette famille par f
est libre.

Démonstration.
Soit (A;);c; une famille de scalaires & support fini tel que

Alors, par linéarité de f,

i€l

Or f est injective donc
Z )\L.%‘L = O
iel

Or (Jci)iel est libre, donc pour tout i € I, \; = 0. O

Définition 2.4.13.

Soit (z;);c; une famille de vecteurs de E. Pour
tout J C I, on dit que (2;);c; est une sous-famille
de (x;);c; et que (x;);c; est une sur-famille de

(l'i)ieJ'

Théoréme 2.4.14. 1. Toute sur-famille d’une
famille liée est liée.
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2. Toute sous-famille d’une famille libre est
libre.

3. Si (x1,...,2,) est une famille libre, alors
(X1,...,@p,Tpns1) est libre si et seulement
si p41 n’est pas combinaison linéaire des
Lly--eyLy.

Démonstration. 1. Il existe une combinaison linéaire
nulle non triviale de la sous-famille. Il suffit de la
compléter par des 0 pour en obtenir une pour la
sur-famille.

2. C’est la contraposée du point précédent.

3. Le sens direct est évident. Pour l’autre sens, par
contraposée supposons que (Z1,...,Tn, Tnt+1) est lide.
Alors il existe une combinaison linéaire nulle non
triviale de x1,. .. Tn, Tn+1. Sile coefficient de x,,+1 est
nul, il s’agit d’une combinaison linéaire des x1, . . ., Ty.
Sinon, on peut exprimer x,+1 comme combinaison
linéaire de z1, ..., Tn.

O

Exemple 2.4.15.

Dans R?, toute famille de trois vecteurs ou plus
est liée : si les deux premiers vecteurs sont liés,
la famille ’est aussi. Sinon, le troisiéme vecteur
est combinaison linéaire des deux premiers, car
les deux premiers forment une base.

Idem dans R3 avec les familles de plus de 4 vec-
teurs.

Proposition 2.4.16.
Soient F, G deux sev d'un K-ev E, et .%,¥ deux
familles libres de F', G respectivement.

Si F'+ G est directe, alors % W% est une famille
libre.

Démonstration.
Notons & = (fi)ie[ et ¥ = (g]')jej.
Soit (\:;) € K, (u;) € K’ & support fini telles que

D ONfi+ Y 1igs = 0.

iel jeJ
——
er g€

Comme les F' 4+ G est directe, on a
Z)\ifi = Zﬂjgj =0z.
i€l jed

Comme % et ¢ sont libres, tous les As, u; sont nuls. Ainsi,
F + 9 est libre. O
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Enfin, terminons par un résultat bien pratique :

Définition 2.4.17.

Soit n € N* et E = K". Soit p € [1,n] et
(v1,--- ,vp) une famille de vecteurs de E. Pour
tout i € [1, p], notons (v; ;) eq1,n] les coordonnées
du vecteur v;. On dit que la famille (vy,--- ,vp)
est échelonnée si

1. pour tout ¢ € [1,p] il existe r; € [1,n] tel
que v; ., # 0 et pour tout j € [1,n] tel que
J>ri,vig=0;

2. la suite des r; est strictement croissante.

Exemple 2.4.18.

1 1 -1 0
0 3 2 0
DansR®> | [o],]l0].,| 0 |.,[| 1 est une
0 0 -3 2
0 0 0 -5
famille échelonnée.
1 1 -1 0
2 3 2 0
La famille 01,10(,] 0 [, 1 n’en
0 0 -3 2
0 0 0 -5

est pas une.

Remarque 2.4.19.
Avec les mémes notations, si 0 < k < ¢ < p, alors
Vg, = 0.

Remarque 2.4.20.
Une famille échelonnée ne peut contenir de vecteur
nul.

Proposition 2.4.21.
Toute famille échelonnée est libre.

Démonstration.
Soit n € N* et E =K". Soit p € [1,n] et (v1,- -
famille échelonnée de vecteurs de E.

Le résultat est assez intuitif et se voit facilement, par
P

,Up) Une

exemple en considérant le systéme g Aiv; = 0. En écri-
i=1

vant le systeme, on se rend compte qu’en remontant les

lignes, les coefficients \; s’annulent les uns apres les autres
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(le faire sur un exemple).

Donnons tout de méme une démonstration propre, par

récurrence sur le nombre de vecteurs. Pour tout p € [1,n],

posons (Hp) : toute famille échelonnée de E ayant p vec-

teurs non nuls est libre.

Un vecteur non nul formant & lui seul une famille libre,

(H1) est immédiate.

Soit p € [1,n—1] tel que (Hp) soit vraie. Soit (v, -+ ,Upt1)

une famille échelonnée & vecteurs non nuls. Définissons

les r; comme dans la définition 2.4.17. Soit A4, - - -
p+1

des scalaires tels que Z Aivi = 0. La 7rp41-éme ligne de

’ )‘p+1

i=1
ce systeme s’écrit Ap4+1Vp+1,r,4, = 0, puisque pour tout
i < P, Virpy, = 0, par définition d’une famille échelonnée.
Mais comme vp41,r,,, 7 0, alors Apy1 = 0. Il reste alors

P
Z Av; = 0. Mais (v1,--- ,vp) est échelonnée, donc par

=1
hypothese de récurrence elle est libre, ce qui implique que
tous les \; sont nuls, d’ott (Hp1). O

Remarque 2.4.22.

Par abus, les familles de vecteurs présentant
des blocs de zéros dans d’autres « coins » que
le « coin inférieur gauche » peuvent aussi étre
dites échelonnées. En tout cas, avec la méme
démonstration, elles sont également libres. Par

et (1) 0])-((2)- (1)

1

et (( ) , sont libres.

1
1 0

2.5 Bases.

Définition 2.5.1.
Une famille ((;);c;
libre et génératrice.

) est une base de E si elle est

Remarque 2.5.2.

Ainsi, dans le cas ou I = [1,n], (z;)ics est une
base si et seulement si ’application v de la pro-
position 2.2.1 est un isomorphisme.

Exemple 2.5.3.
Les bases canoniques des R".

Remarque 2.5.4.
On a aussi la notion de base d’un sev de E.

Remarque 2.5.5.
Comme pour les familles libres et génératrices, on



XXI - APPLICATIONS LINEAIRES ET FAMILLES DE VECTEURS

peut permuter 'ordre des vecteurs d’une base, et
on a toujours une base.

Proposition 2.5.6.

Soit # = (1;);c; une famille de £. Alors % est
une base si et seulement si pour tout y € F, il
existe une unique famille de scalaires (\;)
support fini telle que

Y= Z)\sz

el

N

iel @

En particulier dans le cas ou I = [1,n], £ est une
base si et seulement si pour tout y € E, il existe
un unique n-uplet (A1,...,A,) € K" tel que

n
Yy = Z )\kl’k.
k=1

Démonstration.

On a déja vu que cette famille de scalaires existe si et
seulement si (z;),.; est génératrice et est unique sous
réserve d’existence si et seulement si (x;),.; est libre. On
en déduit le résultat. O

Définition 2.5.7.
Soit % = (x;);c; une base de I et y € E. Alors
I'unique famille de scalaires (& support fini) (A;);c;
telle que y = > ;.7 \iz; est appelée famille des
coordonnées de y dans A.

Dans le cas ou I = [1,n], cette famille est un
n-uplet, appelé n-uplet des coordonnées.

Exercice 2.5.8 (Classique).

Montrer que ((1,0,1),(2,—1,0),(0,1,1)) est une
base de R3, donner les coordonnées d’un vecteur
dans cette base (mais attention, les coordonnées
des vecteurs dans cette base et dans la base cano-
nique ne sont pas les mémes !).

Exemple 2.5.9.
Donner une base de & C R? ou & =
{(z,y,2) ER® |x+2y—2=0}.

On a (z,y,z) € & si et seulement si z = «x,
y =y et z =x+ 2y si et seulement s’il existe

13

a, B € R tel que (z,y,2) = a(1,0,1)+ 5(0,1,2) si
et seulement si (x,y, z) € Vect((1,0,1),(0,1,2)).
Ces deux vecteurs sont non colinéaires, donc
forment une famille libre.

Une base de & est donc ((1,0,1),(0,1,2)).

Exemple 2.5.10.
Trouver une base de

& = {(un) e RN | Upt2 + Unt1 — 2uy = 0}.

Le polynome caractéristique est X? + X — 2
de racine 1 et -2. Donc tout élément de & est
combinaison linéaire de la suite (v,) = (1) et
(wp) = ((—=2)™). Donc ((vy,), (wy)) est génératrice.
On montre qu’elle est aussi libre.

Remarque 2.5.11.
Une famille libre est toujours une base du sous-
espace vectoriel qu’elle engendre.

Remarque 2.5.12.

Si E est un K-ev admettant une base & a n
vecteurs, alors I'application qui a un vecteur de E
associe le n-uplet de ses coordonnées dans la base
2% est un ismorphisme de F dans K”. L’injectivité
découle de 'unicité du n-uplet des coordonnées
dans une base donnée.

Proposition 2.5.13.
L’image d’une base par une application linéaire
injective est une base de 'image.

L’image d’une base par un isomorphisme est
une base de I’espace d’arrivée.

Démonstration.
Vient directement des résultats des parties précédentes. [J

Théoréme 2.5.14.

Soit E et By deux K-ev, et soit (f;);c; une base
de E1 et (gi);c; une famille quelconque de Es.
Alors il existe une unique application linéaire
¢ : FEy — E telle que pour tout i € [1,n],
o(fi) = gi-
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Démonstration.Analyse Soit ¢ une telle application.
Soit = € E. Alors x s’écrit )., i fi, donc

p(x) = > Nip(fi)
icl
icl
olt (X\;),c; est la famille des coordonnées de = dans
la base (fi);c;-
() est donc déterminé de fagon unique.
Donc ¢ est déterminée de fagon unique.

Synthese Considérons 'application qui & tout élément x
de E associe Zie] Aigi, ol ()‘i)iel est la famille des
coordonnées de = dans la base (fi),c;-
On montre que ¢ est une application linéaire. De
plus on peut montrer qu’elle vérifie les conditions
demandées : Vi € T o(fi) = gi.

Conclusion Il existe bien une unique application répondant
a la question posée.

O

Proposition 2.5.15.
Soit E et By deux K-ev, et soit (f;);c; une base
de Ej. Soit ¢ € Z(Ex, E»).

1. ¢ est injective si et seulement si (¢(fi));cr
est une famille libre.

2. ¢ est surjective si et seulement si (o(fi));cr
est une famille génératrice de Es.

3. ¢ est un isomorphisme si et seulement si
(©(fi));cr est une base de Es.

Démonstration.
On traite le cas ou I = [1,n].

1. Si ¢ est injective, par la proposition 2.4.12 la famille

(‘P(fi))iel est libre.
Réciproquement, si (¢(f:));c; est libre, soit x €

Ker ¢. Il existe A1,..., A, € K tel que x = Z)\kfk.

k=1
Par linéarité de ¢, ¢(z) = Z)\kcp(fk) = 0p,. Par
k=1
liberté de la famille (o(fi));cps A1 = -+ = An = 0,

donc © = Op,. Ainsi, Ker¢o = {0g, }, donc ¢ est
injective.

2. Si @ est surjective, par le corollaire 2.3.9 la famille
(e(fi));e; engendre Es.
Réciproquiement, si (¢(f:));c; engendre Ea, ¢(E1) =

Sp(veCt(fl? R f’"«)) = VeCt(so(fl)7 ey W(f’"«)) = E27
donc ¢ est surjective

Exemple 2.5.16.

Montrer qu’il existe une unique application li-
néaire ¢ : Ro[X] — R? vérifiant les conditions
suivantes :

1
p(X +1)=(2,3)
o(X?+1)=(0,1)

Cette application linéaire est-elle injective 7 Sur-
jective 7 Un isomorphisme 7

Théoréeme 2.5.17.
Soient F, G deux sev d’un K-ev F, de bases res-
pectifs & et ©.
Alors, F' et G sont en somme directe si et seule-
ment si ZWE est une base de F + G.
Notamment, F' et G sont supplémentaires si et
seulement si W % est une base de E.

Démonstration.
et 2.4.16.

(<) SiBWYE est une base de F+G, soit (f,g) € FxG

tel que f+ g = 0. On note & = (b;)icr et € =

(¢j)jeq- Soit (A;) € KT et (11;) € K & supports finis

tels que f = Z/\ifi et g= Zﬂjga‘-

(=) Découle directement de 2.3.13

i€l jeJ

On a alors
Z Aifi + Zujgj =0g
i€l jeJg

Comme B Y € est une base, la famille (A;) W (u;)
est nulle, et donc f = g = 0g.
Ainsi, F + G est directe.
O

Enfin, terminons par un outil bien pratique.

Définition 2.5.18.

Une famille de polynomes (P, ..., P,) est dite

échelonnée en degrés si Vk € [0,n], deg P, = k.
Une famille de polynémes (Py)ren est dite éche-

lonnée en degrés si Vk € N, deg P, = k.

14
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Proposition 2.5.19.
Toute famille de polynomes (Py,..., P,) échelon-
née en degrés est une base de K, [X].

Toute famille de polynémes ( Py )ren échelonnée
en degrés est une base de K[X].

Démonstration.
Soit (Ax) € K & support fini telle que

Z P = 0.
keN

S’il existe ¢ € N tel que \; # 0, prenons le plus grand tel &
(il existe, la famille étant & support fini). On a alors

i—1

P=-

>

k

P, € Ki—1[X],

>

i

£l
I

0

ce qui est une contradiction. Ainsi, les A; sont tous nuls,
donc la famille (Py)gey est libre.

En tant que sous-familles de famille libre, les familles
(Po, ..., Py) sont toutes libres.

On montre maintenant par récurrence simple que pour
tout n € N, K, [X] = Vect(Po,. .., P).

Pour n = 0, c’est immédiat car Py est constant non nul.

Soit n € N, supposons que K, [X] = Vect(Fo, ..., Pn) et
montrons que Ky4+1[X] = Vect(Po, ..., Pot1).

Remarquons que l'on a déja P, ..., Poy1 € Kyp1[X],
donc Vect(Po, ..., Pnt1) C Knpa[X].

On montre linclusion réciproque. Comme X°,..., X" €
Vect(Po,...,P,), on a X° ..., X" € Vect(Po, ..., Put1).
Il suffit donc de montrer que X" *! ¢ Vect(Po, ..., Pot1)-
Comme P,y est de degré n + 1, il existe a # 0 et Q €
K,[X] tel que

Poy1=aX" ™ +0Q.

On a donc
n+1 1 1
X :a n+17EQ€V6Ct(P0,...,Pn+1)7
par hypothese de récurrence.
Ainsi, pour tout n € N, K, [X] = Vect(Po, ..., P).

Notamment, tout polynéme est combinaison linéaire de
la famille ((Px)gen), qui engendre bien K[X]. O

2.6 Bases canoniques.

Les espaces vectoriels de référence viennent sou-
vent avec des bases «par construction», que I'on
appellera canoniques. Elles n’ont pas de propriétés
particulieres, mais vous pouvez les utiliser sans
justifier leur caractere de base.
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Proposition 2.6.1 (Base canonique de K").
Soit n € N*, pour tout i € [1,n] posons

e; = (0,...,0, o ,0...,0).
i“™€ position
Alors (e, ..., e,) est une base de K", appelée base

canonique de K".

Proposition 2.6.2 (Bases canoniques de K,[X]
et K[X]).
Soit n € N*, alors la famille (1, X,..., X™) est
une base de K, [X] , appelée base canonique de
K, [X].

La famille (X*).en est une base de K[X] , ap-
pelée base canonique de K[X].

Proposition 2.6.3.
Une famille de polynémes non nuls de degrés
distincts deux a deux est libre.

Démonstration.

Ce résultat peut trés bien se démontrer en n’utilisant que
des considérations de degré : c’est un bon exercice, clas-
sique, et laissé au lecteur.

Mais démontrons-le en utilisant des coordonnées dans la
base canonique.

Soit Z une telle famille. Nous pouvons toujours supposer
que les polynémes de cette famille sont classés de telle sorte
que la suite de leurs degrés soit strictement croissante. No-
tons n le degré maximum de ces polynémes. Cette famille
est donc une famille de K,,[X]. La famille des (n+1)-uplets
des coordonnées des polynémes de % dans la base cano-
nique % est donc une famille échelonnée de K™+ : elle
est donc libre. Par conséquent, . aussi. O

Proposition 2.6.4 (Base canonique de
My (K)).
Soit n,p € N*, pour tout i € [1,n] et j € [1,p],
posons F; ; la matrice dont tous les coefficients
sont nuls, sauf celui de la ligne ¢ et la colonne 7,
qui vaut 1.

Alors  (Ejj)i<i<ni<j<p €st une base de

M p(K), appelée base canonique de A, p(K).
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3 Endomorphismes particuliers.

3.1 Homothéties.

Définition 3.1.1.
Soit E un K-ev. Soit A € K*. On appelle homo-
thétie de rapport A I’application

h)\ = /\IdE : F - F
T = Az
Remarque 3.1.2.
Cas particuliers : A = 1 : identité ; A = —1,

symétrie de centre 0.

Théoréme 3.1.3.
Toute homothétie est un automorphisme de F, et
(h)\)_l = hy-1 = hl/)\-

Démonstration.

e Linéarité : simple.

e Bijectivité et réciproque : calculer hy o hy-1 et hy-1 0
hax. O

Proposition 3.1.4.
Soit ##(F) l’ensemble des homothéties de E.
Alors (#(FE), o) est un sous-groupe de ¥.Z(E).

Démonstration.

o X (E) C 9% (FE) d’aprés le théoréme précédent.

e Id € JZ(E).

e Stable par passage a I'inverse d’apres le théoréme précé-
dent.

e ¢t on remarque que pour tout A, pu € K*; hy o hy = hya,
donc on a la stabilité par produit. O

Remarque 3.1.5.

Y Z(F) n'est pas un sous-groupe commutatif,
mais 7 (E) lest. En fait il est isomorphe & K*
via A — h)\.

3.2 Projecteurs.

Dans toute la suite, on suppose que F' et G sont
deux sev supplémentaires, i.e. E = F & G.
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Définition 3.2.1.
On appelle projection sur F parallelement a G
I'endomorphisme pp| g de Z(F) défini par :

Vye F,V2e€G ppigly+2)=y. (3)

Remarque 3.2.2.
Voir le dessin sur la figure 1. Exemple dans R3
avec F={z=0}et G={z4+y=0,y+2=0}.

Démonstration.

Il convient de montrer que cette définition est correcte,

c’est-a-dire qu’il existe une unique application vérifiant les

conditions demandées.

Analyse Soit pr|¢ un endomorphisme vérifiant les condi-
tions demandées. Alors pour tout x € E, ppja(z) =y
ot (y,z) est Punique couple! de F x G tel que
x =y + 2. pp| ¢ est donc déterminé.

Synthése Soit pr|¢ I'application associant a tout =z € £
I'unique valeur ? y telle que z s’écrive y+z avec y € F
et z € G.

La proposition (3) est manifestement vérifiée. On peut
par ailleurs montrer que pg| ¢ est une application
linéaire.

Conclusion 11 existe une unique application vérifiant les
conditions demandées

O

Théoréme 3.2.3.
pr|c € Z(E), Kerpp|g = G, Im(pp|g) = F'.

Démonstration.

e Linéarité : élémentaire.

eSoitz=y+z€E,yeF, ze€(G,doncx € Kerpp|g
si et seulement si y = 0 si et seulement si x = z si et
seulement si z € G.

z € Impp) g si et seulement si il existe 2’ =y’ + 2’ tel que
x =1y si et seulement si x € F. O

Remarque 3.2.4.

e Cas particuliers : F'={0g}et G = E :ppjg =
02 (m).-

e G ={0g}et F=F :pp=I1d Hormis ce
dernier cas, une projection n’est jamais injective,
ni surjective.

* pr|c +Par = 1d, pric|q = 0, Pric|p = 1dF.

1. Il existe et est unique puisque £ = F' & G.
2. Voir remarque précédente.
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Définition 3.2.5.
On appelle projecteur tout endomorphisme f tel

que fo f=f.

Théoréeme 3.2.6.
Toute projection est un projecteur.

Démonstration.
Il s’agit essentiellement d’utiliser que si ¢ = y + 2z
pric(Pric(®)) = pric(y) = pric(y +08) = y. O

Théoréme 3.2.7 (Réciproque).
Soit f un projecteur. Alors Ker f & Im f = E, et
f est la projection sur Im f parallelement a Ker f.

Démonstration.

Soit z € Ker f NIm f. Alors il existe y tel que z = f(y).
Or f(z) = 0 mais f(z) = (f(y)) = f(y) = &, donc z = 0.
Ker f et Im f sont donc en somme directe.

Montrons que E = Ker f 4+ Im f.

Analyse : soient y € Im f et z € Ker f tels que x = y + 2.
Alors il existe u tel que y = f(u). Donc f(z) = f(f(u)) +
f(z) = f(f(u)) = f(u) =y. Donc on a y = f(z) et donc
z=x— f(x).

Synthése : on pose y = f(z) et z = z — f(z). Alors on
a bien z = y + z. de plus f(y) = f(f(z)) = f(z) = v,
donc y € Im f, et f(2) = f(z — f(2)) = f(z) — F(f(x)) =
f(z) — f(x) =0, et ainsi z € Ker f. On a bien le résultat
voulu.

Mais si 'on note x = y + z la décomposition associée a
Ker f ® Im f = E, alors Vz, f(x) =y, donc f est bien la
projection sur Im f parallelement a Ker f. O

Remarque 3.2.8. 1. Si f est un projecteur,
alors Im f = Ker(f —Id) : on utilise que
x € Im f si et seulement si f(x) = z si et
seulement si f(z) —x = O si et seulement
si (f —1d)(z) =0g.

2. 8i E = F &G, alors ppig + pgr = 1d, et
Pr|c © Pa|r = Pq|F © Prjc = Ogm). En
effet, si x = y + 2, alors ppe(r) = y et
per(x) = 2. Et pp|a(2) = par(y) = 0p.

Exercice 3.2.9.

Montrer que ’ensemble des fonctions paires et
celui des fonctions impaires sont supplémentaires
dans R®. Donner l'expression des projections sur
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I'un de ces deux ensembles parallelement au se-
cond.

3.3 Symétries.

Définition 3.3.1.

On appelle symétrie par rapport a F' et paralléle-
ment @ G' I'endomorphisme sp| g de £ (FE) défini
par :

VyeF, V2e€G spiegly+2)=y—=2 (4)

Démonstration.
Comme pour une projection, on montre que ceci définit
bien une fonction, qui est linéaire. O

Remarque 3.3.2.
Voir le dessin sur la figure 1. Méme exemple que
pour la projection.

Théoréme 3.3.3.
spjg €9ZL(E), et on a S%HG =1Idg, i.e. spjg =

—1
SFHG'

Remarque 3.3.4.
On dit que sp|g est une involution linéaire.
Démonstration.
On a déja observé la linéarité.

Soit z € FE, soit y € F et z € G vérifiant x = f + g.
Alors

spic(sra()) =spgly —2) =y +z2 ==

Théoréme 3.3.5 (Réciproque).

Toute involution linéaire est une symétrie, plus
précisément, si f est une involution linéaire, on
a :

1. Ker(f —Id) ® Ker(f +1d) = E.

2. f est la symétrie par rapport a Ker(f — Id)
parallelement a Ker(f + Id).
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Démonstration. 1. e Analyse :six =y + z avec y €
Ker(f —1d) et z € Ker(f + Id), alors f(y) = y et
f(z) = —z. Donc f(z) =y—=z. Dou : f(z)+z =2y

et x — f(z) = 2z. Donc y = %(f(a:) +z)et z =
- f(@).
e Synthese.

2. On vient de voir que si la décomposition de = dans

Ker(f—1Id)®Ker(f+1d) z = y+2z, alors f(z) = y—=z.

CQFD.
O

Remarque 3.3.6.
On peut aussi montrer que Ker(spjg — Id) =

Im(sp|q+1d) et Ker(spg+1d) = Im(sp g —1d).

Montrons la premiere égalité :

o v € Im(sp g +1d) = 2 = sp)(2') + 2'. Donc

(spje—1d)(2) = spja(spc(®’) +2') = spa(a’) —

v’ =2+ spg(’) — spa(z’) —2' = 0.

o v € Ker(spg — Id) = spjg(z) = —z. On

pose alors 2’ = (sp|¢ — Id)(—1/2z). Alors 2’ =
1

—5(—.% —z)=x,donc 2’ =z, or 2’ € Im(sp)g —

1d),

Remarque 3.3.7.
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On peut enfin montrer que s r + sp|¢ = 0.2(E),

spic © sqir = —Id = sqF © sp|a, €t prjc =

5(3F||G + Id). Faire un dessin.

FI1GURE 1 — Représentation de la projection et de
la symétrie sur F', parallelement a

G.



