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Le corps de base est R. n, p, q, r et s désignent
des entiers naturels non nuls. £ désigne un espace
vectoriel.

1 Produit scalaire, norme et
distance.

Définition 1.0.1.

On appelle produit scalaire sur E toute appli-
cation ¢ FE x E — R bilinéaire symétrique
et telle que pour tout = € F, on ait d’une part
o(z,x) > 0 et d’autre part ¢(x,z) = 0 si et seule-
ment si z = 0. Un espace vectoriel réel muni d’un
produit scalaire est dit préhilbertien. Si de plus il
est de dimension finie, il est dit euclidien.

Remarque 1.0.2. — Différentes no-
tations  sont
pour le produit scalaire de = et y:
@[ y), (@), (@y),(@y),z vy

— Par bilinéarité, si x ou y =0, (x| y) = 0.

— La symétrie et la linéarité par rapport a une
variable suffisent & montrer la bilinéarité.

— Jusqu’a maintenant on définissait le produit
scalaire a partir d’angles. En fait c’est I'in-
verse que ’on fait lorsque 1’on théorise tout
cela.

utilisées couramment

Exemple 1.0.3. — Les produits scalaires
usuels vus en début d’année sur R? et
R3 sont bien évidemment des produits
scalaires.
— Il existe de nombreux produits scalaires
sur R? ; par exemple ((z1,v1), (z2,12)) —
T1T2 — Y172 + 2Y1y2 — T1Y2.
— 1l existe également sur R™ un produit sca-
laire canonique ; (z1,...,24). (Y1, -, Yn) =

n
> Tk
k:1 . . .
— Par extension, tout R-ev de dimension n,

étant isomorphe a R, est muni d’un produit
scalaire. Ainsi, sur R,[X] le produit sca-

laire usuel est (Z aka) . <Z kak> =
k=0 k=0
<Z akbk> .
k=0

— Soit a et b deux réels avec a < b. Sur

b
¢ (la,b],R), lapplication (f,g) — / fgest
a
un produit scalaire (attention : cet espace
est de dimension infinie, donc n’est pas eu-
clidien, mais préhilbertien réel).

Exercice 1.0.4.

L’espérance munit-elle ’ensemble des variables

aléatoires réelles sur un espace probabilisé fini

d’un produit scalaire (via (X,Y) = E(XY)) ?
Proposer une solution a ce « probleme ».

Définition 1.0.5 (Distance).
Soit E' un ensemble (quelconque, pas nécessaire-
ment un espace vectoriel). On appelle distance
sur E toute application d : E? — Rt vérifiant
les trois conditions suivantes :
(i) V(z,y) € E*
(i) V(z,y) € E?
trie) ;
(i) V(w,,2) € B d@,z) < dzy) +
d(y, z) (inégalité triangulaire).

d(z,y) =0 <= z=y ;
d(z,y) = d(y,z) (symé-

Un ensemble muni d’une distance est appelé es-
pace métrique.

Remarque 1.0.6.
Il convient de ne pas oublier la positivité dans la
définition d’une distance.

Exemple 1.0.7. — La distance usuelle dans le
plan est une distance.

— La distance de deux points sur un graphe
connexe, comptée comme le nombre mini-
mal d’arétes a parcourir sur ce graphe pour
relier ces deux points.

Remarque 1.0.8.
Soit E un ensemble muni d’une distance d. Soit
(z,y,2) € E3. Alors, on a

[d(z,y) = d(z,2)| < d(y, 2).

Démonstration.

On a d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2), donc d(z,z) — d(z,y) <
d(y,z). De méme, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), donc
d(z,y) — d(z,2) < d(y,2). Or |d(z,y) — d(z,2)| =
max (d(z, z) — d(=z,y), d(z,y) — d(z, 2)), d’ou le résul-
tat. O
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Définition 1.0.9 (Norme).
Soit E un R-espace vectoriel. On appelle norme

sur E toute application ||.|| : E — R vérifiant
les trois conditions suivantes :
(i) Vx e E |z|| =0 <= =0 ;
(ii) VNeR, Vz € E IAz]| = |\l ]|z|| (homo-
généité) ;

(iii) V(z,y) € B |lz +yll < [l=]|+[lyl| (inéga-
lité triangulaire).

Remarque 1.0.10.
Il convient de ne pas oublier la positivité dans la
définition d’une norme.

Exemple 1.0.11.
Sur R™ et pour p € [1,+0o0], les applications

n 1/p
I, = (@1, 20) = (Z\l‘k\”)
k=1

et

,Tp) — max_|rgl

”'Hoo so(x, .. X

sont des normes.

Remarque 1.0.12.
Soit E un R-espace vectoriel muni d’une norme
[|.]|. Alors pour tout (z,y) € E?, on a

!l =yl < [l =yl -

Démonstration.

Soit (z,y) € E2. Remarquons qu'on a ||z|| = ||z +y — y|| <
lz + yll + ||ly|| par l'inégalité triangulaire, d’ou 'on dé-
duit ||lz|]| — |lyll < |lz+y|. Symétriquement, on re-
marque quon a |y — [z < |z +yll. Or ||z — |yl =
max (||z|| = |yl , |lyll = |z||]). On en déduit le résultat. O

Définition 1.0.13 (Distance associée & une
norme).

Soit E un R-espace vectoriel muni d’une norme
I|l.]|- On appelle distance associée a la norme ||.||
I'application (z,y) — ||z — ||

Proposition 1.0.14.
Cette application est bien une distance.

Exemple 1.0.15.

La distance associée & ||-||; est parfois appelée
distance de Manhattan. Dans Manhattan, les rues
forment un damier « orthogonal », on ne peut
donc que se déplacer parallelement a ces axes. La
distance parcourue entre deux points n’est donc
pas la distance « euclidienne » usuelle ...

Exercice 1.0.16.
Pour une norme ||-||, on appelle boule centrée en
a € E et de rayon r > 0 'ensemble

B(a,r)={ze€E||la—z| <r}.

Tracer les boules centrée en 0 et de rayon 1 pour
2

les normes |||, [, et ||, sur B2,

Démonstration.

Soit d la distance associée & une norme ||.|| sur un R-espace

vectoriel E. On a clairement V(z,y) € E* d(z,y) > 0,

donc d est bien une application de E? dans R*. On vé-

rifie aisément les trois conditions de la définition d’une
distance :

(i) Soit (x,y) € E® On a d(z,y) = |z —yl|. Or
lx—y]] =0 <= z—y = 0. Donc d(z,y) =
0 <= z=y.
(ii) Soit (z,y) € E% On a d(y,z) = |ly—=z|| =
=z =yl = -1 lz —yll = d(z,y).
(iii) Soit (z,y,2) € E®. Ona d(z,2) = ||z —y+y — 2| <
lz =yl +lly — 2l = d(z,y) + d(y, 2).
O

Définition 1.0.17 (Norme associée a un produit
scalaire).

Soit (E, (- | -)) un espace préhilbertien. On appelle
norme associée au produit scalaire (- | -) Papplica-
tion x — /(z | x).

Remarque 1.0.18. 1. Il est clair, par positivité
du produit scalaire, que cette application est
bien définie. La racine carrée étant a valeurs
dans RT, elle est de plus & valeurs dans R™.
Il reste a voir si cette application est bien
une norme.

2. La norme associée a un produit scalaire dé-
pend évidemment du produit scalaire. Par
exemple sur R?, les normes associées respec-
tivement au produit scalaire usuel et au pro-
duit scalaire ((z,y), (z/,y')) — sza’ + 2yy’
sont différentes (regarder par exemple les va-
leurs pour les vecteurs (1,0) et (0,1)).
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3. On a directement que pour une famille
(z1,...,zy) de vecteurs,

2
= > (zilay)

1<i,j<n

ZH%H +2 Z (i | 5) .

1<i<j<n

Pour deux vecteurs, on retrouve ||z & y||* =
2 2
2] £ 2 (z | y) + [lyll

Dans tout ce qui suit, sauf mention expresse
du contraire, (E, (- | -)) désigne un espace vecto-
riel préhilbertien, et ||.|| la norme associée a son
produit scalaire.

Proposition 1.0.19.
Soit (E, (- | -)) un espace préhilbertien et ||| la
norme associée. On a,

1.VzeE |z]|=0 < z2=0;

2.VAeER Vx ek IAz]| = A - ||z

Démonstration. 1. Soit z € E. On a |z]| = 0 <
(x| ) =0. (- | -) étant un produit scalaire, on a donc

lz]| =0 <= z=0.
Vx| Az) =

2. Soit A € Ret z € E. On a |[A\z] =
O

VA2 (x| z) = [Nz ]| ).

Avec ce qui précede, il suffit maintenant de dé-
montrer que ||.|| vérifie 'inégalité triangulaire pour
démontrer qu’il s’agit bien d’une norme. Pour cela,
on démontre tout d’abord le théoréme suivant.

Théoréme 1.0.20 (Inégalité de Cauchy-Sch-
warz).

Soit (E, (- |-)) un espace préhilbertien et ||.|| la
norme associée. Alors pour tout (z,y) € E2, on a

[z | y)] <

L’égalité a lieu si et seulement si x et y sont
colinéaires.

]l - 1yl -

Démonstration.
Soient z,y € E. Pour y = 0 le résultat est évident. Sinon,
on peut donner deux démonstrations

Géométrique Posons u = ——y. On verlﬁe aisément |ju|| =

HyH
1. Posons alors @’ = (x | u) u et 2"/ = z — 2’ (faire un

dessin). On a alors

(@ 12" = (2 | &) (' | ') = (x| w)*—(a | ) = 0.
On en déduit

*12(a |2
= [l I*+ [l

> [|+/|f

On en déduit ||z||. |lyll = ||Z|| - ||¥|l- Or on a :

llz1*

|| - llyll = Kz | w)l- Iyl
=z |y)l.
D’ot le résultat.

Algébrique pour tout ¢t € R, on a : ||z + ty||® = ||=|* +

2t (z | y)+2||ly||*. C’est un polyndéme toujours positif,
donc son discriminant est négatif ou nul.
Il y a égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz si
et seulement si ce discriminant est nul, donc si et
seulement si ce polynéme a une racine réelle, donc si
et seulement si il existe ¢ tel que [a vous de Iécrire],
donc si et seulement si x et y sont colinéaires.

Une idée calculatoire astucieuse Si z = 0 ou y = 0, le

résultat est évident. Sinon, on remarque que W
T

1 et l'on écrit (£ signifie qu’on le fait pour + puis

pour —) :
2 2 2
S BN | | AN NN (@ ]y)
< =
=l Nyl [ =] [l [zl flyll
ce qui donne
(z|y)
(| fll
et c’est fini !
O

Proposition 1.0.21 (Inégalité triangulaire).
Soit (E, (- | -)) un espace préhilbertien, z,y € E.
Alors,

1z +yll < ll]l + [lyll -

De plus, on a I’égalité si et seulement si x et y
sont colinéaires et de méme sens.

Démonstration.
Ona [z -yl =z +y| 2 +4) = oI +2(e | ) + Iyl
Or (flzll + llyl)™ = llzl|” + 2{lz]l -yl + [lylI” et (= |y) <
2 2

[zl [lyll, done [l +ylI” < (][ + lyl)”- [l= + yl| et [lz[| +
ly|| étant positifs, on en déduit le résultat.

L’égalité a lieu si et seulement si (z | y) = ||z]| . ||y||. Pour
cela, il est nécessaire d’avoir (x | y) > 0 (car le produit de



XXIX - ESPACES EUCLIDIENS ET PREHILBERTIENS REELS

deux normes est positif ou nul) et z et y colinéaires (cas
d’égalité de Cauchy-Schwarz), donc il est nécessaire que
x et y soient colinéaires — 1'un s’écrit comme produit de
l’autre par un scalaire — et de méme sens — ce scalaire est
positif ou nul. Cette condition est clairement suffisante. [

Théoreme 1.0.22.
Soit (E, (- | -)) un espace préhilbertien, z,y € E.

1. Identité du parallélogramme :
lz + ylI* + [l =yl = 2(l|=[* + ly|)-

2. Identité de polarisation :

1
(@) =5z +ul* = ll=1* = llwl*)

1
= ;2 +yl* = ll= = yI*).

Remarque 1.0.23.

Faire le dessin d’un parallélogramme, on utilise
le théoreme d’Al-Kashi deux fois (une par hypo-
thénuse).

Démonstration.
Il suffit de développer les normes. O

Remarque 1.0.24.

Ces identités permettent de retrouver ’expression
du produit scalaire quand on ne connait que la
norime.

Exemple 1.0.25.
Existe-t-il un produit scalaire donnant la norme
I, )|* = (z +y)* + 2 ?

2 Orthogonalité.

Soit (E,(-|-)) un ev préhilbertien et || - | la
norme associée.

2.1 Premiéres définitions.

Définition 2.1.1.

Soient z,y € E. On dit que x est unitaire (ou
normé) si ||z|| = 1. On dit que x et y sont ortho-
gonauz et 'on note z L y si (x| y) = 0.

Remarque 2.1.2.
Siz # 0p, il y a exactement deux vecteurs uni-
taires colinéaires a x.

Exemple 2.1.3.

e Tout vecteur est toujours orthogonal au vecteur
nul.

e Dans R? muni du produit scalaire usuel, (1,3)
et (—6,2) sont orthogonaux.

e Dans R? muni du produit scalaire
(z,y) - (@) = 2z’ — zy — 2’y + 3yy,
les vecteurs (1,1) et (2, —1) sont orthogonaux.

2.2 Familles orthogonales.

Définition 2.2.1.
Une famille de vecteurs est dite orthogonale s’ils
sont 2 a 2 orthogonaux. Si les vecteurs sont de
plus unitaires, la famille est dite orthonormale
(ou orthonormée).

Exemple 2.2.2.
Les f, : =+ cos(nz), n € N, forment une fa-

mille orthogonale pour le produit scalaire usuel
de %([0, 27], R).

Théoréme 2.2.3 (Pythagore).
Soit (v1, ..., vy) une famille orthogonale de n vec-

n 2 n
Yook =D vl
k=1

k=1

teurs. Alors

Démonstration.

n
On développe le produit scalaire : HZ”’“HQ =
k=1

DD il O
i=1 j=1

Exemple 2.2.4.

Dans R?® muni du produit scalaire usuel, on
pose v1 = (1,2,3), vo = (=5,1,1) et v3 =
(—1,-16,11). Vérifier que la famille (v1,v2,v3)
est orthogonale et s’assurer que I'égalité donnée
par le théoréme de Pythagore est vérifiée.
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Théoréme 2.2.5.
Toute famille orthogonale ne comportant aucun
vecteur nul est libre.

Démonstration.

n
Soient Ar tels que Z)\kvk = 0. Alors pour tout i,
k=1

<Z Ak | vi> = 0 or quand on développe la somme
k=1

on a Az <’U7; ‘ ’Ui>.

Remarque 2.2.6.

Toute famille orthonormale est une famille ortho-
gonale ne comportant aucun vecteur nul.

Corollaire 2.2.7.
Toute famille orthogonale ne comportant aucun

vecteur nul et de cardinal dim £ est une base
de E.

Exemple 2.2.8.

0 1 5
11,1 -2 et | 2 | forment une famille ortho-
2 1 -1

gonale de trois vecteurs non nuls de R3, et donc
une base de R3.

Théoréme 2.2.9 (orthonormalisation de Gram—
Schmidt).

On suppose E euclidien de dim n. Soit (u1, . .., uy)
une base de E. Alors il existe une base (v1, ..., vy,)
de F telle que :

1. (v1,...,vy,) est orthonormale ;

2. pour tout k € [1,n],
Vect(ug, ... ux) = Vect(vy, ... vg).

Les Uk sont uniques au signe prés et on peut
k—1

Uk — Z (uk | ’Uz‘> V;
i=1
k—1

up = ) (| vi) vi

=1

choisir : v =

Démonstration.

Explication pour le choix de v;.

e Analyse : on suppose la famille construite jusqu’au rang

k. Construisons le k + 1¢ vecteur.

Il faut choisir wvg41 dans Vect(ui,...,ur,up+1) =

Vect(vi, ..., Uk, Uk+1) : Vk+1 = A1U1 + ... ApUk + UUk1.

(Vk+41 | vj) = 0 donne A\j + p (ukt1 | vj) = 0, donc vg41 =

k

I —Z (uk+1 | vi) vi + uk+1 |. Reste & choisir p pour

i=1

avoir ||vg4+1]| = 1 (2 choix possibles).
e Synthese : on a vu unicité au signe pres. On vérifie que
les vecteurs trouvés conviennent bien. O

Exemple 2.2.10.
Orthonormaliser (1, X, X?) pour le produit sca-

1
laire de Ro[X], (P| Q) = / P(t)Q(t)dt. On
0
trouve (P, P1, P»2), ou

Py=1,
X —1)2 B B

P = @) =V3(2X — 1),

Py = XX +1/6 =V5(6X2 — 6X +1).

Corollaire 2.2.11.

Tout espace euclidien a une base orthonormale.
Toute famille orthonormale peut étre complétée
en une base orthonormale.

Démonstration.
Pour D'existence, il suffit d’orthonormaliser une base quel-
conque.

Soit (e1, ..., ep) une famille orthonormale de E. On peut
la compléter en base de E : (e1,...,€p,€pt1,..-,€n).

On orthonormalise ensuite cette base : pour les p pre-
miers vecteurs, on a a chaque fois le choix entre e¢; et —e;,
on choisit bien entendu e;.

On obtient donc une base orthonormée de E dont les p
premiers vecteurs sont ey, ..., ep. O

Proposition 2.2.12 (Coordonnées dans une base
orthonormale).

Soit E euclidien, (vy,...,vy,) base orthonormale
n

de E. Alors, pour tout z € E, x = Z (x| vk) vk
k=1

Démonstration.

n
Soit x € E, soit A\1,..., A\, € R tels que z = Z)\kvk. Si
k=1
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1 < k < n, on a par bilinéarité du produit scalaire

(@ o) =D Ni(vr | vi)

= i Aidik
i=1

= .

Exemple 2.2.13.
Trouver les coordonnées de (1, —3) dans la base

1 1
—(1,1), —(1, -1 our le produit scalaire
(F50: 0. 7501.-D) our e p
usuel).

Exercice 2.2.14.

Exprimer la formule de la proposition 2.2.12 dans
le cas ou (v1,...,v,) base orthogonale de E.

Proposition 2.2.15 (Expression du produit sca-

laire dans une base orthonormale).

Soit E euclidien, (v, ..., v,) une base orthonor-

male de E. x et y de coordonnées (z;) et (y;) dans
n

la base (v1,...,vy). Alors (z | y) = Z TrYk-
k=1

Corollaire 2.2.16.
Avec les mémes notations,

n
2
ol = 2.
i=1

Remarque 2.2.17.

Tous les produits scalaires ont la méme expression
«usuelle» a condition de se placer dans une base
orthonormale pour ce produit scalaire.

Remarque 2.2.18.
Ces formules d’adaptent encore dans le cas de
bases orthogonales.

2.3 Sous-espaces vectoriels orthogonaux.

Définition 2.3.1.

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de £. On
dit que F' et G sont des sous-espaces orthogonaux
et on écrit F' L G si

Vre FF Vyed x L y.

Exemple 2.3.2.
Dans R?® avec le produit scalaire usuel,
Vect(1,—1,0) L Vect((1,1,0),(0,0,1)).

Remarque 2.3.3.

Si F' et G sont orthogonaux, alors ils sont en
somme directe. En effet, soit alors z € FFNG. On
a alors ¢ L x, donc (x | ) =0, donc z = 0. Donc
FNGcC{0}, dou on déduit le résultat.

Théoréme 2.3.4.

Soient F' et G deux sev de dimension finies de F.
On note (f1,..., fy) une famille génératrice de F'
et (g1,...,0p) une famille génératrice de G. Alors
F 1 G si et seulement si pour tout i € [1,q] et

j€[1l,p] ona(fi]g;)=0.

Démonstration.
(=) par définition de F' L G.

(<) soient f = Z)\ifi et g = Zﬂjgf Alors (f | g) =

ZZMM (filgj)=0. O

Définition 2.3.5.

Soit X une partie (quelconque) de E. On appelle
orthogonal de X et on noté X~ (ou X°) I'ensemble
{yeE|VeeX (x|y)=0}.

Proposition 2.3.6.
Soit X une partie de E. Alors

1. X+ est un sev de E;
2. Pour toute partie Y de E telle que X C Y,
onaYtc Xt

3. X C (XL)L.
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Démonstration. 1. On a 0 € X+ car 0 est orthogonal
a tout vecteur, donc a tout vecteur de X ; de plus
toute combinaison linéaire de vecteurs orthogonaux
a tout vecteur de X est orthogonale a tout vecteur

de X.
Sinon, il suffit de voir que
Xt = ﬂ Ker (z | -).
reX

2. Tout élément de Y1 est orthogonal & tout vecteur de
Y, donc a fortiori & tout vecteur de X.

3. Soit = un vecteur de X. Tout vecteur de X+ est
orthogonal a tout vecteur de X, donc en particulier &
x. Donc z est orthogonal & tout vecteur de X+, donc
. N 1\+
appartient a (X ) .
O

Remarque 2.3.7.
Il n’y a pas forcément égalité dans le dernier point.
Par exemple, avec X = @, (X+)+ = {0}.

Théoréme 2.3.8.

Soit F un sev de E. Alors F'* est le plus grand
sous-espace vectoriel orthogonal a F (et F et F'*
sont de plus en somme directe).

Si de plus F' est de dimension finie, alors
E =F @& F* et F* est 'unique sous-espace vec-
toriel G vérifiant £ = F® G et F 1L G. Clest
pourquoi on appelle '+ le supplémentaire ortho-
gonal de F' dans FE.

Enfin, si F est de dimension finie, alors
F = (FH)t.

Démonstration.
On sait déja que F'* est un sous-espace vectoriel. F et Ft
sont clairement orthogonaux (donc en somme directe) et
de plus pour tout sous-espace vectoriel G tel que F et G
sont orthogonaux, tout élément = de GG est orthogonal a
tout élément de F', donc appartient & F+, donc G C F*.
Supposons de plus que le sous-espace vectoriel F' est
de dimension finie. Alors F' est aussi un espace vectoriel

euclidien, donc posséde une base orthonormale (f1,..., fq).
q

Soit ©z € E. Posons y = Z<x|fz)fl et z = x — v,
i=1
alors x =y + z et y € F. Par ailleurs, si 1 < k < ¢, par
bilinéarité du produit scalaire

(] i) = (@] fu) = (v | )
=(@| fi) =D (@] fi)din
=0. )

Par conséquent, z € F*. Cela assure que E = F @ F*.
Démontrons 'unicité : soit G un sev de E vérifiant
E=F®Get F LG Alors G C F*+.

Par ailleurs, soit = € F*. Il existe (f,g) € F x G
tel que £ = f + g, et comme = € F*, (x| f) = 0. Or
@ fH=U1H+glf)=(f1f),domcf=0etzeC

On en déduit que G = F*.
Enfin, F est un sev de E vérifiant E = F+ @ F et

F* 1 F. Comme P'unicité ne fait pas intervenir ’hypothése
1 1
sur la dimension finie, on peut en déduire que F' = (FJ‘) .

Remarque 2.3.9 (Important).

Le résultat ne se généralise pas a des sev F' qui ne
sont pas de dimension finie. Dans ce cas, on peut
trouver des sous-espaces vectoriels F' tels que F'
et F'- ne soient pas supplémentaires et tels que

i
(Fl) # F (on peut méme trouver F' tel que

F # Eet F+ ={0}). On verra ce résultat en
exercice dans le cas de R[X].

Exemple 2.3.10.

On pose, pour tout couple (P, Q) d’éléments de
Ro[X], (P|Q) = P'(1)Q'(1) + P(-1)Q(~1) +
P(0)Q(0). Vérifier qu’il s’agit d’un produit sca-
laire et trouver Ry[X]+ dans Ry[X].

Exercice 2.3.11.

On considére dans R[X] le sev F' = Vect(1+ X, 1+
X2,...,1+X™ ...). Onrappelle qu'un hyperplan
est un sev admettant un supplémentaire de di-
mension 1.

On munit R[X] du produit scalaire

+oo +oo +o0
(Z aka, Z kak> = Z akbk.
k=0 k=0 k=0

1. Montrer que F est un hyperplan de R[X].

2. Déterminer F- pour le produit scalaire usuel
de R[X].

3. Quel résultat vrai en dimension finie est ici
mis en défaut ?

2.4 Formes linéaires et hyperplans d’un
espace euclidien.

Dans toute cette partie, (E, (-,-)) désigne un
espace euclidien de dimension 7.
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Définition 2.4.1.
Soit H un hyperplan d’un espace euclidien, alors
H* est une droite vectorielle appelée droite nor-
male a H.

Tout vecteur v vérifiant H- = Vect(v) est ap-
pelé vecteur normal a H.

Proposition 2.4.2.

Soit H un hyperplan d’un espace euclidien F, soit
v € E. Alors v est un vecteur normal a H si et
seulement si v # Op et v € HL.

Démonstration.
Immédiat. O

Remarque 2.4.3 (Ecriture matricielle du
produit scalaire).

Soit e = (eq,...,e,) base orthonormale de E, x
et y des vecteurs de matrices (dans e) X et Y.
Alors (z |y) = XT.Y.

2.5 Symétries et projecteurs orthogonaux.

Définition 2.5.1.

Soit F' sev de dimension finie d’un espace pré-
hilbertien E. On appelle projection orthogonale
(resp. symétrie orthogonale) toute projection (resp.
symétrie) sur (resp. par rapport & un) F' paralle-
lement & F-.

Proposition 2.5.2.

Un projecteur p est orthogonal si et seulement si
Imp | Kerp. Une symétrie s est orthogonale si
et seulement si Ker(s —Id) L Ker(s + Id).

Démonstration.
Direct. O

Théoréme 2.5.3 (expression d’un projecteur or-
thogonal dans une base orthonormée).

Soit F' sev de dimension finie d’un espace préhil-
bertien E. Soit (f1,..., fp) une base orthonormale

de F'. Soit « € E. Le projeté orthogonal de x sur
P

F est p(x) = Z (x| fi) fi-

i=1

Démonstration.
Démontré dans 2.3.8 O

Exemple 2.5.4.

Déterminer la projection orthogonale (et la symé-
trie orthogonale) de (2, 1) sur Vect(—1,2), ainsi
que sur son supplémentaire orthogonal, pour le
produit scalaire

((z1,91) | (22,92)) = dx122+2y122+271Y2+Y1 Y.

Remarque 2.5.5.
On peut ré-écrire le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt comme suit.
Avec Fp = Vect(ey,...,er), en notant py le
projeté de ey sur Fj, on procede comme suit.
e On renormalise e; pour obtenir v.
e Pour chaque 1 < k£ < p — 1, on remarque
que exy+1 —px € F kL On renormalise donc
ex — Px pour obtenir vg.

2.6 Distance a un sous ev.

Définition 2.6.1 (distance d’un point & une par-
tie d’un espace préhilbertien).

Soit A une partie non vide de E et z € E. On
appelle distance de z & A et on note d(z, A) le
réel inf,ec 4 d(z,a).

Théoréme 2.6.2.

Soit £’ un sev de dimension finie de F. Alors la
distance de x a F est atteinte en un seul point,
qui est la projection orthogonale de x. De plus :
d(z, F)? = ||z — p(z)||*. En particulier d(z, F) =
0 si et seulement si z € F.

Démonstration.

Soit f € F. On a la décomposition dans F- @ F :z— f =
x —p(x) + p(x) — f. On conclut en appliquant le théoréme
de Pythagore. O
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Exemple 2.6.3.
Le minimum de la fonction

R* — R
IE 1
(a,b) +— / (—a — bz + 2?)*dz
0
est atteint pour a = —1/6 et b =1 et vaut 1/180.

2.7 Distance et projection sur un
hyperplan

Dans toute cette partie, (E, (-,-)) désigne un
espace euclidien, H un hyperplan de E et v un
vecteur normal & H.

Notamment, H = Vect(u)*.

Proposition 2.7.1 (voir figure 1).

Soit x € F, le projeté orthogonal de x sur H est

pla) = o — 2

v
2
]

La distance de x & H est

(=, w)]
[l

d(z,H) =

Démonstration.

11 suffit d’observer que
(z,u) (z,u)
[ [lul?

r =

et que

T,u
(z — Wu,u) = (z,u) — (z,u) =0,
donc que
B (x,uz>u %
[[wll

On peut aussi observer que est une b.o.n. de H*,

(z,u)

2
[

o
[l

u est le projeté orthogonal de x sur

et donc que

(z,u)

2
[l

sur Vect(u)™t. O

Vect(u). Ainsi, x — u est le projeté orthogonal de =

(x,u) c il

H

FIGURE 1 — Projection orthogonale sur un hyper-
plan H.

Corollaire 2.7.2.
Soit (eq,...,e,) une b.o.n. de E, dans laquelle on
écrit

=uijer + -+ Upeénp,

T =x1€1 + -+ Tpepy.

Alors, la distance de x & H est

|z1ur + - -+ Tpuy |

uf + -+ ud

Démonstration.
Immédiat. O



