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Dans tout ce chapitre K = R ou C. Les lettres
n,p,q et r désignent des entiers naturels non nuls.

1. Groupe symétrique.

Dans toute cette section, E désigne un en-
semble.

1.1. Permutations.

Définition 1.1.1.

On appelle permutation de E toute bijection
de E dans E. On note Sg ’ensemble des permu-
tations de E. Alors (Sg, o) est un groupe appelé
groupe des permutations de E.

Définition 1.1.2.

Si E = [1,n], on note S,, le groupe des pemu-
tations de E, qui est un groupe fini de cardinal
n!. Ce groupe s’appelle le groupe symétrique
d’ordre n (ou de degré n). Une permutation o de

S,, se note o =

12 .. n>
o(l) o(2) ... o(n))’

Exemple 1.1.3.

e La permutation o de [1,5] vérifiant o(1) = 2,

0(2)=5,0(3)=1, 0(4) =4 et 0(5) = 3 se note

(; g ?1) j g . On vérifie bien que 1, 2, 3, 4

et 5 apparaissent une et une seule fois par ligne.

e Cette écriture permet de composer facilement

des permutations :

(1 2 3 4>O<1 2 3 4)_(1 2 3 4)
2 3 4 1 1 4 2 3 2 1 3 4)°

et de facilement calculer les antécédents.

1.2. Permutations particuliéres.

Définition 1.2.1.
Soient o € Sg, et x € E. On appelle orbite de x
'ensemble O(z) = {o*(x), k € Z}.
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Exemple 1.2.2.
Si E=[1,6] et 0 =

D(1)=90(2) = {1,2}
O(6) = {3,4,5,6}.

12345 6) .
215 3 6 4) >
ot O(3) = D(4) = O(5) =

Définition 1.2.3.
On appelle permutation circulaire toute per-
mutation o € Sg telle qu’il existe x € E vérifiant

O(z) =E.

Exemple 1.2.4.

o = (1 23 4) est une permutation circu-
2 4 1 3

laire.

A Si une permutation a un point fixe et
si card (E) > 1, alors la permutation n’est
pas circulaire, mais la non existence de point
fixe n’implique pas que la permutation est

2345) :
n’est

circulaire. Par exemple 9 1 4 5 3

pas circulaire.

Définition 1.2.5.

On dit qu’une permutation est un cycle s’il y
a au plus une orbite non réduite a un élément.
Cette orbite s’appelle alors le support de ce cycle,
et son cardinal s’appelle la longueur du cycle.

Remarque 1.2.6.
Les éléments qui sont hors du support d’un cycle
sont des points fixes de cette permutation.

Exemple 1.2.7.

1 2 3 45
o= ( 15 9 4 3> est un cycle de longueur 3
dont le support est {2,3,5}.

Remarque 1.2.8.

On note généralement les cycles de la maniere
suivante : (z1,22,...,Zp), ou p est la longueur du
cycle et {z1,z2,..., 2y} son support, dans 'ordre,
c’est-a-dire que x; est envoyé sur x2, To sur xs,
..., Tp_1 sur x, et enfin x, sur z1. Les éléments
de [1,n] autres que 1, ..., x, sont les points fixes



du permutation. Le cycle de 'exemple 1.2.7 est
ainsi tout simplement noté (2,5, 3). Remarquons
qu’on peut aussi I’écrire (5,3,2) ou (3,2,5), car
un cycle est une « boucle ».

Définition 1.2.9.

On appelle transposition tout cycle de longueur
2. Une transposition échange ainsi deux éléments
de E. Si a et b sont deux éléments de F, la trans-
position qui échange a et b est notée 7.

Exemple 1.2.10.

1234 est une transposition, notée
1 4 3 2 p ) T24.

Remarque 1.2.11.
Toute transposition est une involution, i.e. est sa
propre inverse.

1.3. Décomposition d’une permutation.

Dans toute la suite de la section 1, E = [1,n].
On se place donc dans S,.

Lemme 1.3.1.
Deux cycles de supports disjoints commutent.

Démonstration.
Ceci est dii au fait que deux cycles de supports disjoints
agissent sur des éléments distincts. Soient o1 et g2 deux
cycles de supports respectifs I et J inclus dans [1,n] et
telsque INJ=@. Soitz €I, y€ Jetze (TUJ)C.

Alors o1(z) # z et o1(z) € I, donc o1(z) ¢ J. Ainsi
o2(z) = z et g2(01(x)) = o1(x). On en tire o1 0 o2(z) =
o1(z) = o2 0 01(x).

De méme, o2 001(y) = 02(y) = 01 0 02(y).

Enfin, 01(2) = 2z = 02(2) et donc o1 0 02(2) = 2z =

o2 001(2).
Ainsi 01 0 02 et 09 0 01 coincident en tous les éléments
de [1,n], et sont bien égales. O

Exemple 1.3.2.
Pour vous en assurer, calculez pour n = 7, (1 4 3)o
(25)et (25)0(143).
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Lemme 1.3.3.

Soit ¢ € S,,. Tout point de [1,n] est dans une
et une seule orbite de o. L’ensemble des orbites
de o forme donc une partition de E (c’est-a-dire
que la réunion de ces orbites est [1,n] mais ces
orbites sont deux & deux disjointes).

Démonstration.

Tout point est dans au moins une orbite : la sienne. Si
x est dans deux orbites distinctes, i.e. x € O(y) et © €
O(z) avec O(y) # O(z), alors il existe k,£ € Z tels que
z=0c"(y) = of(2). Dot y = 0" (), et ainsi y € O(2). 1l
est alors facile de vérifier que O(y) = O(z), ce qui est une
contradiction. O

Théoréme 1.3.4.

Toute permutation se décompose en produit de
cycles de supports disjoints. A l'ordre prés des
facteurs, cette décomposition est unique.

Démonstration.

D’apres le lemme 1.3.1, si cette décomposition existe on
peut permuter 'ordre des facteurs.

Notons 91, ...,Op les orbites de o de cardinal au moins
2. Pour tout ¢ € [1, p] on définit la permutation C; de la
maniere suivante :

(i) Vz € 9;, Ci(z) = o(x) ;
(if) Vz € [1,n]\Os, Ci(z) = =.

On vérifie que les C; sont des cycles, que leurs supports
sont deux & deux disjoints, et que C1 0 Cz0...0C, = 0.

La démonstration de 'unicité n’est pas exigible, nous la
donnons & but d’information. Soit (C1,...,Cp) des cycles

P

a supports disjoints, vérifiant H C; =0.50it 1 <7< p,
i=1

soit = appartenant au support de C; (Ci(z) # x et si j # 4,

Cj(z) = x). Alors, comme les cycles C; commutent, on a

o(x) = (H Cj) (z) =C; (H Cj) (z)
j=1 JFi

Ainsi, lorbite de x par C; et par o coincident : l'orbite de
z (par o) est donc le support de C;. Réciproquement, si
o(x) # x, alors il existe forcément un ¢ tel que C;(z) # .
Il y a donc exactement autant de cycles que d’orbites de
o non réduites a un élément, donc p est unique. De plus,
chaque cycle a un support correspondant & une orbite de o,
non réduite & un point. Il suffit maintenant de voir que pour
chaque orbite de o de longueur ¢ > 1, il existe un unique
cycle dont le support est exactement cette orbite : c’est,
avec un élément x de cette orbite, (z,o(x),...,o¢ 1 (z)).

O




Il faut savoir décomposer une permutation en

produit de cycles de supports disjoints. Dans la
pratique, voici comment ’on procede (le procédé
est celui de la démonstration précédente). Soit
oes,.
L’idée est la suivante : on part d’un élément
de [1,n], et on regarde ses images successives
par o. On parcourt alors son orbite. Au bout
d’un nombre fini d’étapes, on revient au point de
départ. On a alors parcouru une boucle, ce qui
correspond a un cycle C'1. Pour autant, tous les élé-
ments de [1,n] n’ont pas forcément été rencontrés
lors de cette boucle. On peut donc recommencer
une autre promenade en partant d’un élément
que nous n’avons pas encore rencontré. On fait
alors une nouvelle boucle qui est une deuxieme
orbite, ce qui correspond a un second cycle C. En
faisant cela pour toutes les orbites, on a construit
autant de cycles que d’orbites. Ils ont tous des
supports disjoints et leur composition donne o.
On remarque pour finir que puisque leurs sup-
ports sont disjoints, ils commutent. On peut donc
composer ces cycles dans I'ordre que ’on veut. Un
exemple pour illustrer tout cela :

Exemple 1.3.5.

1 2 3 4 5 6

5 2 6 1 4 3
bite de 1, par le schéma suivant, ot une fleche va
d’un élément a son image par ¢ : 1+ 5— 4 +— 1,
et la boucle est bouclée. L’orbite de 1 est donc,
dans lordre, {1, 5,4}. Prenons ensuite un élément
qui n’est pas dans cette orbite, par exemple 2. On
aalors : 2 — 2, et la boucle est déja bouclée, 2 est
un point fixe de o. Prenons un autre élément qui
n’est dans aucune des deux orbites précédentes,
par exemple 3 : 3 — 6 — 3. L’orbite de 3 est
donc {3,6}. On s’arréte 1a car tous les éléments
de [1, 6] ont été rencontrés. On peut donc écrire
o=(1,5,4)0(2) 0 (3,6). Comme (2) n’est en fait
pas un cycle (c’est Iidentité), on ne l’écrit pas.
On n’écrit pas non plus les symboles o. On a donc
o= (1,5,4)(3,6), et on remarque que c’est aussi
égal & (3,6)(1,5,4).

Soit o0 = . Déterminons l’'or-

Cette écriture comme produit de cycles
de supports disjoints est plus pratique que
I’écriture sous forme de deux lignes : elle est plus
courte et permet de repérer immédiatement les
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orbites. L’écriture a deux lignes s’en déduit tres
simplement.

De la décomposition précédente découle une
autre, primordiale pour la suite du chapitre

Théoréme 1.3.6.

Toute permutation se décompose en produit de
transpositions (on dit que S,, est engendré par ses
transpositions).

Démonstration.

D’apres le théoreme précédent, il suffit de savoir dé-
composer un cycle en produit de transpositions. Soit
C = (z1,...,2p) un cycle. On montre alors que C' =
(z1,22)(x2,23) ... (Tp—1,Tp), et c’est fini.

Notons T = (z1,z2)(x2,23)...(Tp—1,%p). Si = €
[1,n]\{z1,...,zp}, alors = est invariant par toutes les
transpositions ainsi que par le cycle, donc T'(z) = C(z) = .
Sil<i<p,ona

T(w:) = (H(xj,xj+1>> (1)

Jj=1

= (H(:L'j, xj+1)) (l'h $i+1)(xi)

Jj=1

= (H(xj, 17j+1)) (Tit1)

j=1
= Ti+1
On conclut simplement en montrant que T(z,) = z1 =

C(zp) par récurrence sur p.

O

A Cette décomposition n’est pas unique.

p | 1 2 3 4 . o o .
ar exemple 9 3 4 1 = T12 0723 0T34 =

T41 © T12 © T23.
De plus, deux transpositions ne commutent en gé-

, 1 2 3 1 2 3
néral pas : Tjo0T03 = 9 3 1 + 51 o]~

723 O T12.

1.4. Signature d’une permutation.



Définition 1.4.1.

Soit o € S,,. On dit qu'un couple (i, j) € [1,n]?
est une inversion de o sii < j et o(i) > o(j).
On note alors I(0) le nombre d’inversions de o, et
on définit la signature de o, notée ¢(o), comme
étant Pentier e(0) = (—1)/(9), qui vaut donc +1.
Une permutation de signature 1 est dite paire,
tmpaire sinon.

Exemple 1.4.2.

. 1 234567

Sio = S5 7 9 1 4 6>,alors1(0)—10
et donc (o) = 1.

Proposition 1.4.3.
Toute transposition est impaire.

Démonstration.
11 suffit de voir que, si 1 < i < 7 < n, 74,J a pour inver-
sions :

— le couple (7,7) ;

— les couples (i,z) et (z,7) pour i < z < j.
Il y a donc bien un nombre impair d’inversions pour une
transposition. O

Lemme 1.4.4 (non exigible).
SiocesS,, ona

Démonstration.

o(i) — o (j)
En effet, H U(Z)'_‘_T(J) _ I<i<i<n o
e Y IT i-i

1<i<j<n
o est une bijection, donc tout couple (i,7) tel que i < j
est égal & un unique couple de la forme (o(k),o(¢)), avec
nécessairement k # £. Cependant, si i < j on ne sait pas
si k < £ ou k > £. Réciproquement, pour tout couple (i, j)
tel que ¢ < j, (0(i),0(j)) est égal & un unique couple de la
forme (k, £), avec nécessairement k # £. Dans tous les cas,
le numérateur et le dénominateur de la derniére fraction

sont égaux au signe pres. Donc H M =+1.
1<i<j<n ¢ J
o(i) —o(j)

Remarquons que si ¢ < j, alors est négatif si

et seulement si (Z,7) est une inversion. Comme il y a I(o)
inversions, ce produit vaut (—1)7(?), O
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Théoréme 1.4.5.
L’application signature

- { (Sny0) = ({~1,1},%)
: i

(o)

est un morphisme de groupes. Son noyau, noté
2, = {0 € Sy| (o) = +1} est un sous-groupe de
S, appelé groupe alterné d’ordre n.

g

Démonstration (non exigible).
On utilise directement le lemme 1.4.4 (qui n’est pas exigible
lui non plus) :sio,0’ €S,,ona :

e(ood’)
a(o’(i)) — a(o’(5))
- H i—j :
_ a(o’(i)) — o(o’(5)) o'(i) — o' (j)
’KE@ /(i) — o' (j) XKKH]@ i—j
a(I) —o(J) a'(i) —a'(j)
= H —7-J = H #
1<I<JI<n 1<i<j<n

=¢(0) x e(o”).

Corollaire 1.4.6.
Si o est le produit de p transpositions, alors (o) =
(—1)P.

Exemple 1.4.7.
Un cycle de longueur p est donc de signature
(-1,

Exemple 1.4.8.
Avec

(1 2
7= \5 2

onacg(o)=1x(-1)=-1.

6

4 5
L 3>:(1,5,4)(3,6),

3
6

Remarque 1.4.9.

La signature d’une permutation est tres souvent
définie comme ceci, et il faut donc connaitre cette
caractérisation, qui est de plus tres pratique pour
le calcul de la signature. Si cette définition est
choisie, il faut dans ce cas montrer que le nombre
de transpositions de n’importe quelle décompo-
sition en produit de transpositions a toujours la
méme parité.



Corollaire 1.4.10.

La signature est 1'unique morphisme de groupes
e de S,, dans {—1,1} telle que (1) = —1 pour
toute transposition 7.

Démonstration.

Soit ¢ un tel morphisme. Alors e correspond avec la
signature sur l’ensemble des transpositions, et puisque
e(o o0’) = e(o)e(a’) pour toutes permutations o et o,
alors si o est le produit de p transpositions, (o) = (—1)7,
qui vaut donc la signature de o.

2. Applications multilinéaires.

Désormais, E et I’ sont deux K-espaces vecto-
riels.

2.1. Définition et exemples.

Définition 2.1.1.

Soient E1, ..., E, et F' des K-espaces vectoriels et
f une application de E; X ... X E, dans F'. On dit
que f est m-linéaire si pour tout k € [1,n], tout
(:El,...,l’k_l,l‘k+1,...,l'n) € Fi X - X Ep_1 X
FEyxiq x ... E, application

E, — F
r = f(mlv""xk—laxvxk—l-la---amn)

est linéaire.

Sin = 2, on dit que f est bilinéaire et, si
F =K, on dit que f est une forme n-linéaire.

L’ensemble des applications n-linéaires de E7 X
...X B, dans F est noté £ (F1, Ea, ..., E,; F). Si
tous les F; sont égaux et notés E, on utilise alors
la notation %, (E; F). Enfin 'ensemble des formes
n-linéaires sur E™ est noté £, (E) (c’est-a-dire si
F =K).

Remarque 2.1.2.

e On remarque facilement que tous ces ensembles
d’applications multilinéaires sont des K-ev.

e Une application linéaire est une application 1-
linéaire.

e Toute application multilinéaire s’annule sur un
vecteur dont une coordonnée est nulle, par linéa-
rité par rapport a cette coordonnée.
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Exemple 2.1.3.

Les applications suivantes sont bilinéaires :

e Kx E— E, (\z)— A -z, ou E est un K-ev.
e R3 X R® = R, (u,v) — u-wv.

e R3 x R3 — R3, (u,v) = uAv.

o Mnp(K)x My oK) — A, 4(K), (A, B) — AB.
e Y(E,E)x 4(E',E") - ZX(E,E"), (f,9) —
go f,ou E,E’, E"” sont trois K-espaces vectoriels
(la linéarité par rapport & g est vraie sans supposer
que f et g sont linéaires ; pour la linéarité par
rapport a f, g doit étre linéaire).

e €0,1)2 5 B, (F0) > [ F(Da0)at
o (R?)?2 = R, (u,v) > det(u,v).

2.2. Applications multilinéaires
symétriques, antisymétriques et
alternées.

Définition 2.2.1.
Soit f € £, (E;F), et soit o € S,,. On définit
I’application :

E™ - F
(.%1, 500 ,a;n) — f(:L‘U(l), 500 ,xo(n)) ’
On vérifie que o x f est aussi une application
n-linéaire.

oxf :

Exemple 2.2.2.
. 1 2 3

Soit f € L(R;F), et 0 = (3 1 ) € Ss.
x

Alors (o * f)(71,72,73) = f(To(1), To(2),
fxs, z1,22).

Proposition 2.2.3.
Soit f € Z.(FE;F) et soit 01,00 € Sp. Alors
O'1*(O'2*f) = (0'100'2)*f.

Démonstration.

Soit (x1,...,2n) € E™. Alors, avec (To, (1), -+, %oy (n)) =

('1:/17"'7:1,;1)7

[0-1 * (02 *f)](wla . -7:75”) = [02 *f](xal(l)y . ~7m01(n))

N
= f(@0y1)s - Thrp(n))
= [(@o1(02(1))s -+ > Ty (02(n)))
=[(o1002) * fl(T1,...,Tn).

O



Définition 2.2.4.

Une application n-linéaire f est dite symétrique
si pour tout ¢ € S,, 0 % f = f. Elle est dite
antisymétrique si pour tout ¢ € Sy, o % f =

e(o)f.

Remarque 2.2.5.

On remarque facilement que ’ensemble des appli-
cations symétriques est un K-ev, et qu’il en est de
méme pour celui des applications antisymétriques.

A Les caracteéres « symétrique » et « anti-
symétrique » d’une application multilinéaire n’ont
de sens que si les espaces vectoriels de départ sont
tous égaux. Sinon, permuter des variables qui ne
sont pas de méme nature n’a pas de sens.

Exemple 2.2.6. e Le produit de deux fonc-
tions €°(R)? — €°(R), (f,g) > fg est une
application bilinéaire symétrique.

e Le produit vectoriel de R? x R? dans R? est
une application bilinéaire antisymétrique.

e Le déterminant de R? x R? dans R est bili-
néaire, antisymétrique. En effet, il suffit de
voir que det(v,u) = — det(u, v).

e Le déterminant de R3 x R3 x R dans R est
une application trilinéaire antisymétrique.
En effet, remarquons que si o € S3, alors il
existe p transpositions 71, ..., 7, telles que
0 = Tpo...oT7. Dans ce cas o x det =
Tp * (Tp—1 * (... T2 % (11 x det))). Mais pour
toute transposition 7, 7 x det = — det, car
échanger deux vecteurs dans un déterminant
change le signe de ce déterminant. Ainsi
o xdet = (—1)P det = (o) det.

Remarquons d’abord que I'on peut caractériser
le caractere symétrique ou antisymétrique d’une
application multilinéaire par ’action des transpo-
sitions sur cette derniere.

Proposition 2.2.7.

Soit f une application n linéaire. Si pour toute
transposition 7, on a 7 x f = f alors f est symé-
trique. De méme si, pour toute transposition 7,
onaTx*f=—f alors f est antisymétrique.
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Démonstration.

Facile, une fois que ’on sait décomposer une permutation
en produit de transpositions, avec la propriété de mor-
phisme de la signature ainsi que la proposition 2.2.3. [

Proposition 2.2.8.
Soit f € £, (E; F) une application n-linéaire an-
tisymétrique. Soit (z1,...,2,) € E™.

(i) SiT est une transposition de Sy, alors Tx f =
—f, i.e. f est changée en son opposé si I’'on
échange deux variables ;

(i) S'il existe ¢ # j dans [1,n] tels que z; = z;,
alors f(x1,...,2,) =0 ;

(iii) On ne change pas la valeur de f si’on ajoute
a une variable une combinaison linéaire des

autres ;

(iv) Si(z1,...,x,) est liée, alors f(x1,...,2,) =
0.

Démonstration. (i) Direct car e(7) = —1 ;

(ii) On note X = (z1,...,%n) et X = Tua; (X), Cest-a-
dire le vecteur obtenu a partir de X en échangeant
les ¢ et j° coordonnées. Si x; = x;, on a X = X,
00 Tz, * [(X) = f(X) = f(X). Or d’apres (i),
Txix; * f(X) = —f(X), dott f(X) =0 ;

(iii) Considérons par exemple que on rajoute & x,, la com-

n—1

binaison linéaire Z Aixz;, avec \; € K. Les autres cas
se traitent de la ;ﬁéme maniere. Alors, par linéarité
par rapport & la derniére variable, on a :

n—1
f (:1:1, ey Tn—1,Tn + Z&L) =
i=1

n—1
f(l‘l, .. .,In) —+ Z)\if(.lj, .. ,723”,1,@-).
=1

Or d’apres le point (ii), pour tout ¢ € [1,n — 1], on
a f(z1,...,Zn-1,2;) =0, d’ou

n—1
f(mlvnwxn—l,mn +Z)\1331) = f(xh...,l‘n).
i=1

(iv) Si (z1,...,2n) est liée, alors on peut exprimer un
des vecteurs de x1, ..., T, en fonction des autres.
Par exemple (de méme dans les autres cas), &, =

n—1
i=1



Alors d’apres le point (iii), on a :

n—1

f(:rq, .. .,xn) = f(;m, .. ~7$n—l>z)\iwi)

n—1

= f(xl, .. .,xn_l,() + Z )\Z:Ez)
i=1

= f(l‘l, . .,xn,l,O).

Or, d’apres la remarque 2.1.2, on a
f(:):l, - ,l’n_h()) =0.
O

Définition 2.2.9.

Une application n-linéaire est dite alternée si
elle s’annule sur tout n-uplet dont deux éléments
au moins sont égaux.

Remarque 2.2.10.

Le point (ii) de la proposition 2.2.8 montre exac-
tement que toute application antisymétrique est
alternée. En fait, ces deux notions sont équiva-
lentes, comme le montre le théoreme suivant.

Théoreme 2.2.11.
Si f est une application multilinéaire, f est anti-
symétrique si et seulement si elle est alternée.

Démonstration.

Il reste a montrer que si f est alternée, elle est antisymé-
trique. f va de E™ dans F'. Soit 7;; une transposition de
Sn, avec 4,5 € [1,n], i < j. Soit X = (z1,...,zn) € E™.
On appelle X' le vecteur dont les i® et j° coordonnées
valent toutes les deux z; + x;, et dont les autres coordon-
nées sont les mémes que celles de X. Ou encore, X' =
(1’1, ey L1, T T TG, X1y ey Tj—1, T T T, L1, ,:En).
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On en déduit que f(X') = 0. Or, par multilinéarité,

FX)
=f(x1,..., i1, Xi + Xj, Tit1,
ey =1, X X, Tjgls e Tn)
=f(T1,..., i1, Xi, Tit1,
ey Ti—1,Xi Xy Tl ey Tn)
+ f(@1, o mim1, X5, T,
C X1, Xy F X, T, - - )
=f(21, i1, Xi, Tit 1y L1, Xiy Tt 1y - - Tn)
=0
+f(xl,.447:ci,1,§,mi+17...,:rj,l,ﬁ,ijrl,...,xn)
=f(X)
+f($1,...,$i_1,§,fri+1,...,‘I:j_l,ﬁ,mj_irl,...,mn)
=f(7i5(X))
+ (@1, T, X, i1, - T 1, Xy, Ty e, Tn)
=0
=f(X) + f(7i;(X))
=f(X) + 75 % f(X),
d’ou 735 * f = —f. On en déduit que pour toute transpo-
sition 7, et toute application multilinéaire f, 7x f = —f.

Soit o € S,. o s’écrit comme le produit de p transposi-
tions, 0 = 71 0...07,. D’apres le point précédent on a
oxf=m1x(..x(mpxf)..)=—Tox(..k(pxf)...)=
(=1)?f =¢e(0o)f, ce qui prouve bien le résultat voulu. [

En général on utilise plutot le mot « alternée »
qu’« antisymétrique ».

Exemple 2.2.12. — Le produit vectoriel entre
deux vecteurs de R?® est une application
alternée.

— L’application qui, & une famille de deux
vecteurs de R?, associe son déterminant est
une forme bilinéaire alternée. Il en est de
méme pour le déterminant d’une famille
de trois vecteurs de R? (forme trilinéaire
alternée).

3. Déterminant d’une famille de
vecteurs.

3.1. Définition en dimension finie.

Désormais, E est un K-ev de dimension finie n.
Notons 7, (F) I'’ensemble des formes n-linéaires
alternées sur E™.



Exercice 3.1.1.
Sin = 2, soit & = (e1,ez) une base de E, soit
f € A(F) et soit les vecteurs x = x1e; + xoeg et
Y = yie1 + yaea.

Développer par linéarité f(z,y) par rapport a
sa premiere coordonnée, puis sa deuxieme.

Faire de méme en dimension 3.

Théoreme 3.1.2.

Soit # = {e1,...,e,} une base de E. Pour
(X1,...,X,) € E" et 1 < j < n, on note
(2ij)1<i<n les coordonnées de X; dans A.

(i) “,(E) est une droite vectorielle, i.e. est de
dimension 1.

(ii) Considérons l'application
dety : E" — K,

telle que pour tout (X1,...,X,) € B,

n
detg(X1,...,X,) = Z €(U)H$ia(i)
—i

gES,
= Z e(o) H%(z‘)z‘-
ogESy =1

C’est une forme n-linéaire alternée non nulle
sur E£", et c’est la seule vérifiant

dety(A) = detg(e1, ..., e,) = 1.

(iii) Si f € p(F), on a f = f(AB)dety (avec
f(#) = f(er,...,en)) et donc o, (F) =
Vect(detz).

A Ici la dimension de F doit étre égale a la
puissance de FE.

Démonstration (non exigible).
Montrons déja I’égalité des deux formes de la définition du
déterminant. Soit o € Sy, comme o est une permutation,

on a
n n
| Ixi,a(i) = | | To—1(i),i-
i=1 i=1

On conclut en remarquant que comme o o o~ ! = Id, alors

e(o) =e(o™') et que o +— o~ est une permutation de S,,.

(i) Ce point découlera directement du point (iii).
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(ii) A vous de montrer que detg est n-linéaire.
Montrons déja qu’elle est non nulle. Pour

n
tout 4, on peut écrire e; = E di,j€;
i=1

(6 étant le symbole de Kronecker), donc

detz (%) = detz(e,...,en) = Z (o) Héi’”(i)’
=1

ogESy
Mais si o # 1d, il existe i tel que i # o(i),
et ainsi &, = 0. Par conséquent,

n
detg (%) = 5(Id)H5i,Id(i) = 1, ce qui montre
i=1
d’ailleurs un autre point de (ii).
Montrons enfin qu’elle est alternée. Soit
(X1,...,Xn) € E™ tel qu'il existe i,7 € [1,n]
avec i < j et X; = X;. Alors

dgeat(Xl7 oy Xn) = Z (o) H Lo (k)
k=1

oESy
n n
= E I |$ko(k) - E | Il’ka(k)~
o€Up k=1 ceSp\UAp k=1

On utilise alors 'idée suivante : si 'on note 7 =
7:,5, Uapplication 2, — Sp\2», 0 — T oo est une
bijection.

Ainsi,

n n
Z Hifka(k) = Z Hl’km(k)

€S\ Uy k=1 o€Uy k=1

n
= Z H Tko(k)s

oeAy, k=1

car X; = Xj et si o(k) # i et o(k) # j, 7(o(k)) =
o(k). On obtient donc bien detg(Xi,...,Xn) =0.

Le fait que detg soit la seule & vérifier
detg(e1,...,en) =1 découlera du point (iii).

(iii) Soient f € o, (F) et (X1,...,Xn) € E". On a :



f(Xq, ..., Xn)
n n
= f E $i116i17--~72 TipnCin,
i1=1 in=1
n n n
= E Ti;1f 61'172 5611226i27--~,§ TipnCiy,
i1=1 in=1 in=1
n n n
= E E E 331'11.7}1'22....Z‘innf(eil,...,ein)
i1=lio=1  dip=1

= Z 331'11...jSnnf(eil,...,ein)

= Z xill~~~$innf(ei“---76in)

0150 in€[1,n]
tq. si k#£ alors i #iy

= Z To()1 - - To(nynf(€c1), -+ Ea(n))

gESy
= Z ((H%(i)i) E(o)f(el,...7en)>
oSy, i1
= flenen) Z (E(U)H'rﬂ(i)i>
o€Sn i=1

= f(%)detgg(Xl,,Xn)

Définition 3.1.3.
Cette fonction detyp est appelée déterminant
dans la base .

Exemple 3.1.4.
Si n = 2, remarquons que S, = {Id,72}. Si
P = {e1,e2} est une base de E, et si z,y € E
ont pour coordonnées (x1,x2) et (y1,y2) dans A,
on a : detg(z,y) = e(Id)z1y2 + £(T12)T2Y1 =
T1Ys — T2y1, ce qui est la formule habituelle du
déterminant en dimension 2.

De méme, si n = 3, on remarque que S, =
{1d, (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3), (1,3,2)}, ce qui

donne :

det(z,y, 2) = T1y223+T2Y321 +23Y122 — T3Y221
B ———— —— —— N——
Id (1,2,3) (1,3,2) (1,3)
— T2Y123 — T1Y322.
N—— N——
(1,2) (2,3)

Remarque 3.1.5.

Dans I’exemple ci-dessus et 4 étant la base ca-
nonique, on peut remarquer que detg(z,y,z) =
x - (y A\ z). Pouvez-vous former d’autres relations
de ce type 7
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& Attention, la valeur du déterminant va-
rie suivant la base, comme le montre ’exemple
suivant

Exemple 3.1.6.

On pose E = R? et Z = {(1,0),(0,1)} = {e1, e2}
et & ={(1,1),(2,0)} = {f1, fo} deux bases de
E. On pose v = e1 + e2 et w = e1 — eg. Alors
v=f1 et w=—f + fo. Alors detz(v,w) = —2
et detg (v, w) = 1.

Théoréme 3.1.7.
Soient Z et &' deux bases de E et # une famille
de n vecteurs de E. On a alors :

(i) Formule de changement de base
dety(F) = detg(#') det gz (F).
(ii) .Z# est une base ssi detg(.%) # 0. Dans ce

cas dety(,%)) = W

Démonstration.
Ces résultats découlent de résultats précédents :

(i) On utilise le point (iii) du théoréme 3.1.2. Si on ap-
pelle f Papplication detg, f est n-linéaire alternée et
donc f = f(#')det g, ce qui exactement le résultat
voulu.

(ii) On utilise le point (iv) de la proposition 2.2.8 : D’une
part, si . est liée, on a detg (%) = 0, d’autre part,
si .Z n’est pas liée, comme card(.#) = n, % est alors
une base, donc det g (F) = 1, et le point i précédent
assure que det g (F) = det g (A) detm (F).

O

Exemple 3.1.8.
En reprenant les bases & et %' de I'exemple

précédent, on trouve bien detz(%#') = —2 et
1

3.2. Interprétation en géométrie réelle.

A On considere ici le cas ou le corps de
base est K = R.

a. Orientation d’un ev réel de dimension finie
(HP).



Définition 3.2.1.

On dit que deux bases % et %’ de E ont la méme
orientation si detz(%') > 0. La relation « avoir la
méme orientation » est une relation d’équivalence,
et il y a exactement deux orientations possibles.

Démonstration.
Le fait qu’il s’agisse d’une relation d’équivalence ne pose
aucune difficulté :
— réflezivité : dete(AB) = 1.
. 1
— symétrie : detg (B) = Tote (7)
déterminants ont le méme signe.

— transitivité : dety(B") = detx(H'). det gz (B").

, donc ces deux

Soit # = (e1,...,e,) une base de E : elle définit une
orientation. Soit 4 = (—ei,...,e,) une seconde base.
Puisque detg (%) = —1, %’ définit une seconde orienta-

tion. Montrons qu’il n’y en pas d’autre : soit %’ une troi-
sitme base. Puisque detg(#") = detg(%'). detz (B"),
et detz (%) < 0, alors detz(#B") et detg (#") sont de
signes opposés, donc 'un des deux est strictement positif,
donc %" a la méme orientation que % ou que %Z’. O

Orienter E, c’est dire que 'une de ces deux
orientations est directe. Les bases représentant
I’autre orientation seront alors dites indirectes.

Exemple 3.2.2.
Pour tout 6 € R, les bases (g, U¢) ont la méme
orientation que la base canonique dans R2.

b. Déterminant et aire dans le plan.

On consideére ici que E = R?, que 'on munit du
produit scalaire usuel ainsi que de la norme eucli-
dienne induite. Notons (e1, e2) la base canonique
de R2.

On condideére que R? est orienté par sa base
canonique.

Proposition 3.2.3.

Soit  (u,v) R2.  Alors
det(c, e,)(u,v) est laire algébrique du pa-
rallélogramme engendré par (u,v) (voir la
figure 1). Elle est donc nulle si u et v sont
colinéaires, strictement positive si (u,v) est
orientée directement et strictement négative
sinon.

deux vecteurs de

10
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e Aire algébrique : —13

v

€1

FIGURE 1 — Aire du parallélogramme engendré
par (u,v), avec u = (2,5) et v =
(3,1).

Démonstration.

Posons u = (u1,uz2) et v = (v1,v2) (voir la figure 2). Quitte

a échanger u et v, on peut supposer que (u,v) est directe,

l'aire algébrique du parallélogramme est donc positive.
On peut aussi supposer que u # (0,0). Rappelons que

laire d’un parallélogramme est le produit de la longueur

d’un de ses cOtés par la hauteur correpondante. Avec

u' = (—u2,u1), on remarque que u - u’ = 0 donc que

u et u’ sont orthogonaux, ainsi que |lu|| = ||u’|,- La hau-
i

teur correspondant & u est donc h = Hu—,H -v| et aire du
u

parallélogramme est donc h ||ul| = |u' - v| = |u1ve — ugv1].

O

Remarque 3.2.4.

Ce résultat est vrai en considérant le détermi-
nant pris dans une base orthonormée directe quel-
conque, et non juste dans la base canonique.

Exemple 3.2.5.

Si u est un vecteur non nul de R? et Z est la
base canonique de R?, on obtient directement une
représentation cartésienne de la droite engendrée
par u par

Vz € R?, z € Vectu < detg(z,u) = 0.

c. Déterminant et volume dans I'espace.

On considére ici que E = R3, que I'on munit
du produit scalaire usuel ainsi que de la norme



FIGURE 2 — Illustration du lien entre 'aire d’un
parallélogramme et le déterminant.

euclidienne induite. Notons (eg, ea, e3) la base ca-
nonique de R3.

On considere que R3 est orienté par sa base
canonique.

Proposition 3.2.6.

Soit (u,v,w) trois vecteurs de R3. Alors
det (e, ey e5) (U, v,w) est le volume algébrique du
pavé engendré par (u,v,w) (voir la figure 3). Elle
est donc nulle si (u, v, w) sont coplanaires, stricte-
ment positive si (u, v, w) est orientée directement
et strictement négative sinon.

Démonstration.
Cette preuve est laissée aux soins du lecteur : pensez a
utiliser le produit vectoriel ! O

Remarque 3.2.7.

Ce résultat est vrai en considérant le détermi-
nant pris dans une base orthonormée directe quel-
conque, et non juste dans la base canonique.

Exemple 3.2.8.

Si u et v sont des vecteurs non colinéaires de
R3 et A est la base canonique de R3, on obtient
directement une représentation cartésienne du
plan engendré par u et v par :

Ve € R3, x € Vect (u,v) < detg(z,u,v) = 0.
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€3

€2
€1

FIGURE 3 — Représentation du pavé engendré par
(u, v, w).

4. Déterminant d’un
endomorphisme.

FE est un K-ev- de dimension n, dont une base
est = (e1,...,ey). Soit f € Z(E).

Remarque 4.0.1.
Pour . = (z1,...,z,) € E™, on commettra le
(léger) abus de notation suivant

Définition 4.0.2.
On appelle déterminant de f le scalaire noté det f
tel que

det f = dety(f(#)) = detz(f(e1), - .., flen))-

Ce scalaire ne dépend pas de la base £ choisie.

Remarque 4.0.3.

Pour pouvoir calculer ce déterminant, il faut que
pour tout ¢, f(e;) € E, donc que f soit un endo-
morphisme.

Démonstration.
On introduit I’application



) E™ - K

PN (. n) e deta(f(o1), .. flun))

On montre que ¢ est n-linéaire (& vous de le faire) et al-
ternée :

supposons qu’il existe 4,57 € [1,n] tels que i # j et

v; = vj. II faut montrer que ¢(vi,...,v,) = 0. On
a o(v1,...,vn) = deta(f(v1),..., f(vn)). Mais f(v;) =
f(v;) donc detg(f(v1),-.., f(vn)) = 0, car detg est al-
terné.
Il existe donc A € K tel que ¢ = Adetg, et on a vu que
A= @(A).
Soit %’ une seconde base de E.
Alors
det(f(# ) = det(%). det f (2 ")

= det(%‘) (A

= det(,%’) o(B). dget(%’/)

= ¢(#)

= det(/())

O
Exemple 4.0.4.

Soit ¢ : R? — R? une application linéaire tel que

g(e1) = eq et g(eg) = 0. Alors det g = (1) 8 =0.
, 2 0

Et d’autre part det(g + Idg2) = =2

01

Si I'on prend la base %' = (G) , (_11>> =

(f1, f2), alors on trouve g(f1) = e; = %(fl + f2)

et g(fa) = €1 = %(fl + f2), d’ou en effet det g =
dety (g(#)) = }g %; — 0 et det(g+Idgs) =
3/2 1/2 B B

Vg 3yp =94 1/A=2

Proposition 4.0.5.
Soit % une famille de n vecteurs de E.

1. detgz(f(F)) = det f x detyh(F) ;
2. sige Z(FE),det(go f) =det f x detg ;
3. det(Idg) =1 ;
4. f est un automorphisme de F ssi det f # 0 ;
1
. -1\ _
5. Sidet f # 0, alors det (f~') = det

6. det(\f) = A" det f.

12
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Démonstration. 1. En utilisant la démonstration pré-
cédente, on a : detz(f(F)) = p(F) = p(B) x
det(.#), et on a montré que p(A) = det f.

2.
det(g o f) = det(g(f(er)) -, 9(f(en))
= q%tg(f(el)v B f(en))
-7
= dgeatg(y) =det g X dgegtf

= det g x det f.

3. det(IdE) = det@(IdE(%)) = det@(%) =1.

4. (=) : f! existe et donc det(fo f7!) = detIdg = 1.
Or d’aprés le point 2, det(fo f~!) = det f x det(f 1),
donc on obtient det f # 0, et aussi det f~! = It f

(ce qui par ailleurs prouve le point 4).

(<) On suppose que detf # 0. Donc

detg (f(A)) # 0, d’out f(A) est une base de E, et

ainsi f est un automorphisme.

5. Par multilinéarité du déterminant,
det(A\f) = detaz(Af(e1),...,A\f(en)) =
Atdetg(f(e1),..., f(en)) = A" det f.

O

Exemple 4.0.6.

det(2Idg2) = 22 det Idg> = 4, mais det(2Idgs) =
23 det Idgs = 8.

Remarque 4.0.7.

Le déterminant est un morphisme de groupes de

Y Z(F) dans K*.

A De maniere générale, det(f + g) #
det(f) + det(g).

5. Déterminant d’'une matrice
carrée.

5.1. Définitions et propriétés.

Définition 5.1.1.

Soit A € #,(K) et € = (e1,...,en) la base
canonique de K™. Alors, il existe une unique
f e Z(K") telle que A = Maty(f). On définit
alors le déterminant de A comme étant le scalaire
det f.



Ainsi, si A = (aij)i<ij<n, €n notant
(C1,...,Cy) les colonnes de A, on a
det A = dety(Ch,...,Cp) = Z (o) H By o)k
oESh i=1

On retrouve les mémes propriétés que pour le
déterminant d’une application linéaire

Théoréeme 5.1.2.
Soit F un K-ev et f € Z(FE), et soit & une base
quelconque de E. Alors,

det(f) = det(Matz(f)).

De méme, si .% est une famille de n vecteurs de
E, detg (%) = det(Mat»(.%)).

Démonstration.
Soit # = (e1,...,en) une base de E. Avec A = (a;,;) =
Matg(f), on a, d’'une part,

n

det A = Z E(U)Haw(i>.

oESy =1

= > @[] awn

ocESy =1

=det A

On procede de méme pour une famille de vecteurs. O

Proposition 5.1.3.
Soit A, B € 4, (K).

1. det(A x B) = det A x det B.
2. detl, = 1.
3. A est inversible si et seulement si det A # 0.

Sidet A#0 det A= = .
idet A0, on a de ot A

4. det AT = det A.
5. Si A €K, det(AA) = A" det(A).

13
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Démonstration.
1., 2., 3. et 5. immédiats d’apres les propriétés du détermi-
nant d’une application linéaire.

4. si A = (aiz), on note AT = (by;) avec bi; = aji.
Alors : .
det AT = Z E(O’)Hbi’a(i)
oESn i=1
n
= 2 c@]Jaew.
o€Sy i=1
n
déj?vu Z 6(0-) Hai,o-(i)
occSn =1
= det A.
O

Remarque 5.1.4.

Le déterminant d’une matrice carrée est donc
une forme n-linéaire alternée de la famille de ses
colonnes, ainsi que de ses lignes.

Remarque 5.1.5.
Le déterminant est un morphisme de groupes de
GL,(K) dans K*.

Exercice 5.1.6.
Montrer de deux manieres différentes que deux
matrices semblables ont méme déterminant.

5.2. Matrices triangulaires et triangulaires
par blocs.

Lemme 5.2.1.
Soit o € S, tel que pour tout ¢ € [1,n], i < o(7).
Alors ¢ = Id.

Démonstration.
Posons I’hypothese de récurrence (H;) : pour tout k de
n—ian,olk)=k.

— Initialisation : par hypotheése on a o(n) > n. Mais
o(n) € [1,n], donc nécessairement o(n) = n. (Ho) est
donc vraie.

— Hérédité : supposons (H;) vraie pour i € [0,n — 1].
Alors pour tout k > n — 1, o(k) = k. Par injectivité de
o il vient donc : pour tout k < n —1, o(k) < n—4. En
particulier <n—i—1<o(n—i—1) < n—1, et donc
forcément o(n —i—1) =n —14i— 1, et (H;y1) est vérifie.

On a donc bien o = Id. O

Théoréme 5.2.2 (Déterminant d’une matrice
triangulaire).



Démonstration.
Supposons A triangulaire supérieure. Alors pour tous ¢, j €
[1,n], i > j = ai; = 0. On sait que

n

det A = Z 6(0’) Haiﬁ(i).

€Sy i=1

Soit o € S, tel que o # Id. Alors d’apres le lemme 5.2.1,

il existe io tel que o(io) < d0. Alors a;y0(;y) = 0 donc

Ha“,(i) = 0. Ainsi, dans la somme Z e(o) Ha“’(i)’

i=1 oESK i=1
seule le terme pour o = Id est non nul, et donc

det A = Qi,i-

n n
’

A3,1d(i) =
1 1

i= 2

On a évidemment le méme résultat pour les matrices tri-
angulaires inférieures. O
Exemple 5.2.3.

Une matrice A dont les coefficients sont écrits
entre barres verticales signifie det A.

1 0 0 3 1 —16
2 3 0/=0 1 15|=6.
-51 —4 2 00 2

Remarque 5.2.4.

Avec ce résultat on retrouve facilement qu’une
matrice triangulaire est inversible si et seulement
si elle n’a pas de zéro sur la diagonale.

Proposition 5.2.5.
A
0 I,
Mp1p(K), avec A € #,(K) et B € M, ,(K).
Alors

Soit M = une matrice par blocs de

det M = det A.
Démonstration.
Considérons l'application f : (#n,1(K))" — K telle que
flzi,...,zn) = det M, avec M = 4 B et B fixée,
0. Id,

ot A est la matrice de (z1,...,2,) dans la base canonique.
Avec un léger abus de notation, on notera ceci f(A). Cette
application est n-linéaire alternée, donc il existe k£ € K
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telle que pour tout A € #,(K), f(A) = kdet A. Or pour
A =1,, M est une matrice triangulaire de déterminant 1,
donc k =1, et le résultat est démontré. O

Remarque 5.2.6.
Nous avons bien sir de la méme maniere

det (In B> =det C.

0 C

Théoréme 5.2.7 (Déterminant d’une matrice
triangulaire par blocs).

Soit M = 13 2
blocs. Alors,

une matrice triangulaire par

det M = det A x det C.

Démonstration.
Il suffit d’écrire

G &)= e n)

Remarque 5.2.8.

Le résultat s’adapte évidemment dans le cas des
matrices triangulaire inférieures par blocs, ainsi
que dans le cas de matrices triangulaires par blocs
avec plus de deux blocs sur la diagonale.

& La formule ne se généralise pas aux
matrices par blocs non triangulaires. Ainsi,
0010

01007&00 0 0 |1 0|1 0
1 0 00 0 1|70 1 0 0/"|0 o
00 01

5.3. Opérations élémentaires et pivot de
Gauss.

La méthode présentée ci-apres est la méthode
de base : elle fonctionne toujours, et est la plus

rapide dans la grande majorité des cas.
On fixe A € #,(K).

Théoréme 5.3.1. 1. Ajouter & une ligne ou une
colonne de A une combinaison linéaire des
autres lignes ou colonnes ne change pas le
déterminant de A.



2. Multiplier une ligne ou une colonne de A par
une constante A € K, change le déterminant
de A en \det A.

3. Echanger deux lignes ou deux colonnes de A
change le déterminant de A en — det A.

Démonstration.
C’est direct, car le déterminant est une fonction n-linéaire
alternée de ses lignes, ainsi que de ses colonnes.

On peut aussi en donner une preuve matricielle. Ef-
fectuer chacune de ces opérations élémentaires revient a
multiplier A par une certaine matrice inversible M, déja
vue dans le chapitre XXII. Ainsi le déterminant de A est
changé en det M x det A. Il suffit donc de calculer le déter-
minant de M, ce qui ne pose aucun probleme dans les deux
premiers cas, car alors M est triangulaire. Dans le cas 3,
remarquons (par exemple pour les lignes) que L; <+ L; est
équivalente a la suite d’opérations suivantes :

Ligne n°4 | Ligne n°j | Opération effectuée
I I,
L; + Lj —L; Lj < Lj —L;
Lj —L; L;+ L; + Lj
L]' L; L; <+ —L;

Il suffit donc de multiplier det A par le produit des déter-
minants de ces opérations successives, qui sont tous 1, sauf
le dernier qui vaut —1 : ce produit vaut bien —1. O

Remarque 5.3.2.
A D'instar d’un calcul de rang, il est possible de
mélanger des opérations sur les lignes et sur les

colonnes pour calculer un déterminant de matrice.

Exemple 5.3.3.
Avec Popération Cs < 2C5 — 3C1, on a

2 0

5 1 —1.

5 7 tri;g.

2 3/ 1
2

Exemple 5.3.4.
Avec les opérations Cy + 2Cy — 3C1 et (5 «
2C3 — 5C1, on a

2 3 5] 2 0o 0
408 —ll=54 —6 —22
3 -1 2 3 —11 —13
—99
=1%2% 1 1
— 88,
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5.4. Développement par rapport a une
ligne ou une colonne.

Définition 5.4.1.
Soit A = (ai,j) € %n(K)

1. On appelle mineur d’ordre (i,j) de A le sca-
laire A; ; = det A; j ou A; ; est la matrice de
My—1(K) obtenue a partir de A en suppri-
mant la ¢° ligne et la j° colonne.

2. On appelle cofacteur d’ordre (i,j) de A le
scalaire (—1)"7 A, ;.
3. On appelle comatrice de A notée com (A)

la matrice des cofacteurs i.e. com(A4) =
(=1)"MA; j)i<ij<n € Hn(K).

Exemple 5.4.2.

1 2 0
Soit A = |3 2 0 |. On a alors comA =
01 -2
—4 6 3
4 -2 -1
0 0 -4

Théoréme 5.4.3 (Développement par rapport a
une ligne ou une colonne).

Soit A € 4, (K), A = (a;;), soit i,j € [1,n].

1. Développement par rapport a la ¢ ligne
® .
det A = Z(—l)l+kai7kAi7k.
k=1
2. Développement par rapport a la j° colonne

det A = Z(—l)kﬂ'ak’jAk’j.
k=1

Démonstration.
On ne démontre que le développement par rapport a la
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premiére ligne :

det A
~las| = |37
=lai| = |3,
_a11 0 0 0 ai2 0 0
0 0 A1n
+~~+’ M
B 0 of ., fo1 0 0
=ai1 M a2 M
=61 =32
| —
=6n

n
= E aij 5]‘.
=1
Calculons §;. Pour cela on note Ci,...,C) les n colonnes

a1 . azan
de la matrice M = | ...

an1 QAnn
s_]0 . 0 1 0 .0
7 CH A Cyfl Cy Cy+1 . C%
e A
Cj Ch Cj71 C]'+1 . Ch
= (-1 Ci-1 Cin Cal,

car c’est une matrice triangulaire par blocs.
Or (C1 Ci-1 Cju Cn) = Ay;, dout §; =
(—=1)""*Ay; et on a le résultat voulu.

On peut aussi observer ce résultat directement dans la
définition du déterminant :

n

Z 6((7) H akﬁg(k)
ocESy k=1
> 2

j=10€Sn, a(i)=j

det(A) =

n

e(0) [ [ arow

k=1

n

=D s > @ ]]enw
j=1 0ESn, a(i)=] k=1
ke j
11 suffit ensuite de remarquer que, pour chaque 1 < j < n,
il y a bien (n — 1)! permutations o vérifiant o (i) = j puis

que le terme

n

e(0) [ [ arow

k=1
k5

2.

0€Sn, a(i)=j

correspond bien au cofacteur d’ordre ¢, j de A. Nous lais-
sons le lecteur intéressé montrer cela. O
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Remarque 5.4.4.

Dans R? et la base canonique %, on retrouve
les relations observées en début de chapitre
detg(z,y,2) =z - (y A z) etc.

Remarque 5.4.5.

e Cette méthode n’est a utiliser que lorsqu’il y a
une ligne ou une colonne contenant un ou deux co-
efficients non nuls seulement, sinon elle beaucoup
plus longue que la méthode du pivot de Gauss.
N’oubliez pas non plus que si 'on veut développer
par rapport & une ligne ou une colonne, il existe
d’autres lignes ou colonnes que les premieres !

e Pour démontrer le théoreme 5.4.3, nous avons
utilisé le résultat 5.2.7. Il est possible de démon-
trer ces deux résultats dans l'autre sens, mais
attention & ne pas utiliser un résultat dans sa
propre démonstration.

Exemple 5.4.6.

1 3 4
Comparer le calcul de | 2 —1 2| avec les deux
-5 1 7

méthodes (développement ou pivot de Gauss).

Corollaire 5.4.7.
Soit A € My(K). Alors A x (comA)" =
(comA)" x A = (det A) - I,,. En particulier, si

A est inversible, alors A~! = - (com A) "

det A

Remarque 5.4.8.

Ce résultat est inutilisable en pratique pour cal-
culer des inverses de matrices. Si n = 2, ¢a va
(on retrouve la formule de I'inverse d’une matrice
2 x 2), pour n = 3, c’est trop long, et pour n > 4
c’est un cauchemar. Essayez !

Démonstration.

On note A = (as;) et (comA) = (bi;) avec by; =
(=1)"*7Aji. On note également A. (com A)' = (Cyj)
donc

T
)
0,50
Cij = Zaikbkj = Z(—l)k”aikAjk.
k=1 k=1

— si i = j : grdce a la formule de développement par
rapport a la j° ligne, on trouve Cj; = det A.

— sii# j :on note A la matrice obtenue & partir de A

en remplacant la j° ligne par la i° ligne : cette matrice a
deux lignes égales, donc det A = 0. On développe det A



par rapport a la j¢ ligne, et on a :
0=detA = Z(—l)kJrjaikAjk = Cij,
k=1

d’ou le résultat.
On procéede de la méme maniére pour calculer
(comA)" x A. O

Proposition 5.4.9 (Déterminant de Vander-
monde).

Soit n € N* et xq, . . ., z, n+1 scalaires. On définit
le déterminant de Vandermonde par

2
1 =z azg N ]
1 o 2t ... 2f
V(l’o,l’l,-.-,l‘n) = . .
2 n
1 =z, =z Ty,
Alors,
V(zg,...,Tn) = (x; — x;)
J
0<i<j<n
Démonstration.

Ce déterminant est un classique parmi les classiques. 1l est
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possible de le calculer directement par pivot de Gauss. Ici,
on le démontre par récurrence.

Les cas n = 0 ou n = 1 sont évidents
V(Z’o7 331) =T1 — Xo.

Soit n € N tel que le résultat soit vrai au rang n. Consi-
dérons le polynéme V(xo,...,Zn, X). En le développant
par rapport a la derniere ligne, on voit qu’il est de degré
au plus n + 1, et que le terme en X" a pour coefficient
V(zo,...,2Zn). Or il est aisé de voir qu’il a pour racines
To, ..., Zn. Il existe donc un scalaire k € K tel que

:V(zo) =1et

V(@o, ..., 2, X) = k[ J(X = 21).
=0

Ce scalaire k est le coefficient dominant de
V(zo,...,Zn,X), c’est donc en développant sur la
derniére ligne : V(zo,...,%n). Ainsi, en évaluant ce
polynoéme en xy1, il vient

V(zo, ..., Tn,Tnt1) = V(zo,...,Zn) H(mnH —x;)
i=0

ce qui, en utilisant I’hypothese de récurrence, est bien le
résultat recherché. O

Remarque 5.4.10.

On peut utiliser la matrice de Vandermonde pour
résoudre le probléeme d’interpolation polynomial,
déja étudié différemment avec les polynoémes de
Lagrange.



