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Sauf mention du contraire, I et J sont deux
intervallesde Ret f : I >R, et a € 1.

1 Définitions et premiéres
propriétés.

1.1 Taux d’accroissement.

Rappel 1.1.1.
Soit v #y € I.

La corde a la courbe de f reliant les points
d’abscisses x et y est le segment reliant les points
de coordonnées (z, f(z)) et (y, f(y)).

La sécante a la courbe de f reliant les points
d’abscisses = et y est la droite passant par les
points de coordonnées (z, f(x)) et (y, f(y)).

Définition 1.1.2.
Soit z,y € I avec x # y, on note 7¢(x,y) le taur
d’accroissement de f entre x et y, défini comme
fly) — f(z)

y—x

le réel . Pour z fixé, on notera

Ttz I\N{z} — R
t — Tf(.’L',t)

Remarque 1.1.3.
On a toujours 7¢(z,y) = 7¢(y, x).

Remarque 1.1.4.
7¢(x,y) est la pente de la corde de la courbe f
reliant les points d’abscisses x et y.

1.2 Définitions.

Définition 1.2.1.

Soit @ € I. On dit que f est dérivable en a si
Tf.o admet une limite finie en a. On appelle alors
dérivée de f en a ou mombre dérivé de f en a
cette limite, que I'on note f'(a).

Remarque 1.2.2.
Tf.o admet une limite finie en a si et seulement si

)

fla+h) - f(a)

tend vers 0 et ces deux limites sont alors égales.

admet une limite finie quand A
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Exemple 1.2.3. 1. Si f est constante, f'(a) =0
pour tout a € I.

2. Dérivée de = — z™! en a, pour n en-

tier naturel : pour tout = € R\ {a},
n

ntl gttt = (2 — a) Zwka"_k, donc
k=0

+1 »
= Z 2Fa" %, 11 suffit alors de
k=0

X

xn+1 n

—a
r—a

passer a la limite.

Définition 1.2.4.
Si f est dérivable en tout point de I, on dit qu’elle
est dérivable sur I. On appelle alors fonction dé-

rivée de f et on note f’, voire Df ou d—f, I’appli-
at

cation = — f'(z).

Proposition 1.2.5.
Soit £ un réel. Les propositions suivantes sont
toutes équivalentes.

(i) f est dérivable en a et f'(a) = ¢ ;
(ii) 77, admet pour limite £ en a ;
(iii) on peut prolonger 7¢, par continuité en a
et son prolongement est
T fa I —- R
Trelx) siz #a
v { fa() #

I siz=a

(iv) il existe une application ¢, : I — R conti-
nue en a, vérifiant ¢ q(a) = £ et

Veel  f(z)=f(a)+ (z - a)psa(z)

(v) il existe une fonction € : I — R, de limite
nulle en a, telle que pour tout = € I,

f(x)=fla)+ (x—a) L+ (z —a)e(x).

Remarque 1.2.6.

On traduira plus tard le point (v) comme suit :
« f admet, au voisinage de a, le développement
limité f(x) = f(a) + (z —a) - £+ o(z — a) ».



Démonstration.

On a évidemment (i) <= (ii) d’aprés la définition de la

dérivée. Montrons les autres équivalences par implications

successives.

(ii)=(iii) C’est immédiat & partir de la définition de pro-
longement par continuité.

(iii)=-(iv) Supposons (iii). Posons ¢f. = 7fq. Alors, ¢y
est continue en a et on a bien ¢y q(a) = £.
Enfin, soit x € I. Si z = a, on a clairement f(z) =
f(a) + (z — a)psa(x). Six # a, on a pra(z) =
HOed dou f(x) — f(a) = (@ — a)pya(z).
On a donc

vzel  f(z)=f(a)+ (z—a)psa()

(iv)=(v) Supposons (iv). ¢f,q est continue en a donc tend
vers pgq(a) = £ en a. 1l suffit alors de poser € =

Pfa—L
(v)=(ii) Supposons (v). Alors, pour z € I\ {a}, on a
successivement :
f(@) = fla)+ (z—a) £+ (z — a)e(x),
f(I) — f(a) :Z+€(:E),

Tra(x) =L+ ().

Donc 7f,q(z) — £.

T—a

O

Remarque 1.2.7. 1. La caractérisation (iv) est
parfois appelée caractérisation de Carathéo-
dory.

2. Lorsque f est dérivable en a, la fonction ¢y,
de la caractérisation de Carathéodory coin-
cide nécessairement avec le taux d’accrois-
sement 77, sur I\ {a} et est continue en

b
a, c’est donc le prolongement par continuité
7f.a du taux d’acroissement en a.

3. La caractérisation (v) est parfois appelée ca-
ractérisation de Hilbert.

4. Sous la forme donnée plus haut, la caractéri-
sation de Carathéodory et celles de Hilbert
sont utiles lorsqu’on veut wutiliser une hypo-
these disant que f est dérivable en a. Lors-
qu’on veut les utiliser pour montrer que f
est dérivable en a, on les utilisera plutot sous
les formes

Ve el f(z) —

~

(a) = (z = a)py.a(@)

=(x—a) -l+o(x—a)
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Théoréme 1.2.8.
Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Démonstration.
C’est une conséquence directe de la caractérisation de
Carathéodory (et de celle de Hilbert). O

A La réciproque est fausse :

1. L’application valeur absolue n’est pas déri-
vable en 0, son taux d’accroissement en 0
ayant des limites a gauche et a droite dis-
tinctes en 0.

2. L’application racine carrée n’est pas dérivable
en 0, son taux d’accroissement tendant vers
400 en 0.

Cela nous amene & la notion de dérivabilité a
gauche et a droite :

Définition 1.2.9.
On dit que f est dérivable a gauche en a (resp.
a droite en a) si la fonction f[j_ 4nr (resp
flia,400jn1) est dérivable en a, c’est-a-dire si le
taux d’accroissement 77, de f en a admet une li-
mite finie a gauche (resp. une limite finie a droite).
Dans ce cas, cette limite est appelée dérivée
a gauche (resp. a droite) de f en a et est notée

fg(a) (resp. fi(a)).

Exemple 1.2.10.

L’application valeur absolue est dérivable a gauche
en 0 (de dérivée a gauche —1), ainsi qu’a droite
(de dérivée a droite 1).

Remarque 1.2.11.
Si f est dérivable a droite (resp. & gauche) alors
elle est continue a droite (resp. a gauche).

Définition 1.2.12 (Interprétation géométrique).
Si f est dérivable (resp. dérivable & gauche, resp.
dérivable & droite) en a, on appelle tangente a
f en a (resp. demi-tangente a f a gauche en a,
resp. demi-tangente d f a droite en a) la droite

d’équation

y = f(a) + f'(a)(z - a)



(resp. la demi-droite d’équation y = f(a) +
fo(a)(z —a) et z < a, resp. la demi-droite d’équa-
tion y = f(a) + fi(a)(z —a) et z > a).

Remarque 1.2.13.

Le membre droit de cette équation n’est autre que
la partie linéaire du développement limité donné
par la caractérisation de Hilbert.

Théoreme 1.2.14.
f est dérivable en a si et seulement si f est déri-
vable a gauche et a droite en a et f(a) = fi(a).

Démonstration.

C’est une conséquence directe des résultat sur les limites
de fonction : le taux d’accroissement 75, de f en a, qui
n’est pas défini en a admet une limite en a si et seulement
s’il admet des limites & gauche et a droite en a et que ces
limites sont égales. O

Exemple 1.2.15. 1. Valeur absolue en 0.
2. La fonction
R — R
f: L In(1+2z) si 220
v 2°-2 si x<0

est-elle dérivable en 0 7
On calcule les dérivées a gauche et a droite

en revenant a la définition a gauche,
2(e® -1 . .
on constate ( ) 2, a droite,
X z—0~

In(1 + 2z)

2, donc f est dérivable
x z—0t
en 0 et f/(0) = 2.
3. Les fonctions
fn: R - R
1
2"sin— sixz#0
x

0 siz=0

T
pour n € N; sont-elles dérivables en 0 7
1.3 Opérations sur la dérivabilité.

Théoreme 1.3.1.
si f,g : I — R sont dérivables en a, alors
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—_

f+ g aussi, et (f +g)'(a) = f'(a) + ¢'(a) ;

2. f x gaussi, et (f xg)(a) = f'(a) x gla) +
fla) x g'(a) ;

3. Af aussi et (Af) (a) = Af'(a) ;

4. si g ne s’annule pas au voisinage de a,

alors 1/g est dérivable au voisinage de a et

1\ () — _ 9

(5) (@) = — 5oy

5. si g ne s’annule pas au voisinage de a, alors
f/g est aussi dérivable en a et

f'(a)g(a) — g'(a) f(a)
(9(a))?

(f/9)'(a) =

Démonstration.

On donne une premiére démonstration en utilisant directe-
ment la définition de la dérivée. Supposons f et g dérivable
en a.

1. Soit z € I\ {a}, Alors U‘*‘ﬂ)(?:éf—i—g)(a) _
f@)~ @), 9(z) - o)

, d’ou le résultat par pas-

x
sage a la limite en a.
2. Soit x € I\ {a}, Alors

(f x9)(@) = (f x g)(a)

Tr—a

xr—a xr—a

d’ou le résultat par passage a la limite en a.

3. Ce cas est une conséquence directe du précédent (en
considérant le réel A comme la fonction constante de
valeur A).

4. Supposons que g ne s’annule pas au voisinage de a,
alors pour x au voisinage épointé de a, on a
Vgl) ~1/g(@) _ 1 g(x) ~gla)
r—a g9(z)g(a) T—a

Lorsque x tend vers a, le membre droit de cette égalité
tend vers —g’(a)/g(a)?, d’oti le résultat.

5. Ce résultat se déduit cas du produit appliqué & f et
1/g : En effet, supposons que g ne s’annule pas au
voisinage de a. Alors 1/g est dérivable en a d’apres
le point précédent, donc f x 1/g est dérivable en a.
De plus

(f % 1/g)l(a) — f’(a) X l/g(a) +f(a) X <§;((;;Z>

f'(a)g(a) — g'(a)f(a)
g(a)?




La démonstration ci-dessus a l’avantage de
n’utiliser que la définition de la dérivée. Elle a
deux inconvénients : d’une part, le cas du pro-
duit n’est pas évident a retrouver ; d’autre part
cette méthode ne marchera pas dans le cas de la
composition.

Voici une autre méthode qui n’a pas 'inconvé-
nient précédent
Démonstration.

Supposons f et g dérivables en a et notons ¢¢q et Yg,q

leurs taux d’accroissements en a respectifs, prolongés en a
par continuité. Soit alors x € I, on a

1. On a donc

(f+9)(@) = (f +9)(a) = (z = a)(pfa + Pg,a)(2)

Or ¢f.a + ¢g,a a pour limite f'(a) + g’(a) en a, donc
c’est une application continue, donc d’apres la carac-
térisation de Carathéodory, f + g est dérivable en a,
de dérivée f'(a) + g'(a).

2. On a
(f x g)(x) = (f x 9)(a)
=(f(a) + (z — a)pr.a(z)) x (9(a) + (z — a)pg,a())
— f(a)g(a)
=(z — a)ps.a(2)g(a) + fla)(z — a)pg,a(z)

+ (@ = 0)pra(e)p0a@)

Or, lorsque z tend vers a, @f.qo(z)g(a)+ f(a)pg,qa(z)

(¥ —a)py.a(x)pg.a(r) tend vers f'(a)g(a) + f(a)g'(a
Donc f X g est dérivable en a, de dérivée f'(a)g(a)

f(a)g'(a).
3. On a

+
)-
+

AN)(@) = (Af)(a) = (x = a)(Aps.a) (@)

4.
ona L 1 _g@-g@) (-0
9@ 9@ glag() 3(@)g(@)
Y@ )

g(a)g(z) =—a  g(a)?

Remarque 1.3.2.

On peut également effectuer cette démonstration
en utilisant la caractérisation de Hilbert plutot
que celle de Carathéodory.
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Théoréme 1.3.3.
Soit g : J = R, f: I — R vérifiant f(I) C J et
acl.

1. Si f est dérivable en a et g dérivable en f(a),
alors g o f est dérivable en a et

(go f)(a) = f(a) x g'(f(a)

2. Si g est dérivable sur J et f sur I, alors go f
est dérivable sur I et

(gof) =f'x(4of)

Le second point est évidemment une consé-
quence immédiate du premier.

Démonstration (Erronée).
f est dérivable en a donc continue en a, donc f(xz) —

r—ra
f(a).
Par composition, on a donc

9(f(x)) — 9(f(a))

F@) — fla) ooa g (f(a))

De plus
F@) 1@
r—a r—a
Par produit, on obtient bien le résultat voulu. O

Remarque 1.3.4.

La démonstration précédente est erronée, car elle
utilise une hypothése implicite sur f qui n’est pas
nécessairement vérifiée. Laquelle ?
Démonstration.

Supposons f (resp. g) étant dérivable en a (resp. en f(a)) ;
on note alors ¢ (resp. ¥) son taux d’accroissement en a

(resp. en f(a)) prolongé par continuité en a (resp. en f(a)).
On a alors, pour tout € I

(g0 f)(@) = (go f)la) = (f(z) — f(a))y(f(x))
= (z — a)p(x)y(f(2))

f étant dérivable en a, elle est nécessairement continue en
a ; on en déduit

p(@)(f(z)) — f'(a) x g'(f(a))

D’ou le résultat. O

Théoreme 1.3.5.
Soit f : I — J bijective continue (de réciproque
f~t : J—1I).Soit a € I, on note f(a) =b. Si f



est dérivable en a (resp. sur I) et si f’ ne s’annule
pas en a (resp. sur I), alors f~! est dérivable

en resp. sur e —1hy = resp.
b ( Pl J) et (f7)(b) f’(a)( p
1y _

(f ) _f/of_l)'

Remarque 1.3.6. 1. Moyen mnémotechnique :

fo f~' =1d, donc est dérivable de dérivée

1. Or on sait d’apres le th. de composition,
(fof™) =" xfof

2. Ce résultat est faux sans ’hypothese de conti-
nuité. Considérer par exemple

f:00,2] — [-1,1]
x = x—2|z])

f est bijective et dérivable en 0 de dérivée 1
mais sa réciproque n’est méme pas continue
en f(0). En effet il s’agit de

e =110 = 0,2
r = x—2|x]

On peut méme construire des contre-
exemples ou a n’est pas une extrémité de
I'intervalle.

3. Le graphe de f~! étant le symétrique de celui
de f par rapport a la droite d’équation y = ,
la tangente & f~! en un point f(a), si elle
existe, est la symétrique de la tangente a
f en a par rapport & la droite d’équation

= 2. Par conséquent, si f'(a) =0, f~! a
une tangente verticale en f(a), et sa dérivée
en ce point n’existe pas.

Démonstration.
Supposons f dérivable en a de dérivée f'(a) non nulle.
Notons alors ¢ le prolongement par continuité en a de son
taux d’accroissement en a.
On a, pour tout z € I, f(z) — f(a) = (x — a)p(z).
Soit alors y € J. Alors on a f(f '(y)) — f(a) =
(f 7' () — a)p(f ' (y)), donc

y=b= (") - r'®)e(f )

Siy#b,onay—b#0, donc o(f *(y)) #0, et si y = b,
on sait déja que p(f ' (y)) # 0. Donc dans les deux cas,
ona :

(F ) — ) = (y—b)m
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On sait m = ﬁ7 donc pour conclure, il suffit de

I
montrer que y — ———r

Or f est une bijection continue de I sur J donc f~ est
également continue sur J donc en particulier en b et vaut
a en b. Par ailleurs on sait déja que ¢ est continue en a.
On en déduit donc le résultat. O

est continue en b.

Exemple 1.3.7.

On admet que exp et sin sont dérivables. Grace
aux résultats précédents, on peut montrer les
résultats connus de dérivabilité de toutes les

fonctions usuelles (In, cos, tan, Arctan, Arcsin,
Arccos, ch, sh, th, Argth, Argch, Argsh)

Exercice 1.3.8.
Se faire un formulaire reprenant tout ca sur
un intervalle, ainsi notamment que les cas de

(f +9), (fa), (S, (fog), (A/F), (f71),
(Inof)’, (expof)’.

1.4 Dérivées successives.

Définition 1.4.1.

On définit les dérivées successives par récurrence.
si f: I — R, on commence par définir (0 = f.
Pour tout n € N, si f (") est définie et dérivable,

on pose
FOHD) [ f(m}’ ,

Si f(™ existe, on dit que f est n-fois dérivable.

Définition 1.4.2 (Classes de régularité).
On note pour tout n € N

7"(1,R) :{fif—HR ‘ Fm existe};

¢"(I,R) = { feam ‘ 7 est continue };
+o00
¢ (,R) = () €"(,R).
n=0
Si f € ¢"(1,R), on dit que f est n-fois continu-
ment dérivable (ou de classe €™) sur I.
Si f € €°(I,R), on dit que f est infiniment
dérivable (ou de classe €>°) sur I.



Proposition 1.4.3.
Soit I un intervalle non vide, non réduit a un
point. Pour tout n € N,

¢ (IL,R) € 2"1(I,R) € €"(I,R).

Démonstration.

Les inclusions sont immédiates. On obtient le caractére
strict en primitivant n fois 'exemple suivant, ainsi que la
fonction valeur absolue, apres avoir opéré une translation
pour se ramener de 0 en un point & 'intérieur de 1. O

Exemple 1.4.4 (Exemple fondamental).
1

Soit f : x + x?sin <), prolongée par continuité
x

en 0 en posant f(0) = 0. Alors f est dérivable
en 0 (ainsi que sur R), mais sa dérivée n’est pas
continue en 0.

Exercice 1.4.5.
Soit n € Z, soit

fn Ri—)Ri.
r = "

Déterminer fék) pour tout k € N.

Théoréeme 1.4.6.

Soit n € N. Soient f,g € €"(I,R) et A € R.
L (f+9) € €™ (L,R) et (f +9)™ = W 4.
2. A\f € €"(I,R) et (A\f)(™) = Af(™,
3. (fg) € €"(I,R) et (formule de Leibniz)

00 =35 1) o

k=0

4. Si g ne s’annule pas, (f/g) € €"(I,R).

Démonstration. 1. Facile par récurrence, en notant
pour f et g fixées et pour tout n € N, (Hy) las-
sertion «si f et g appartiennent a ¢"(I,R) alors
(f +9) € G (LR) et (f +9)™ = [ 4+,

3. On fait encore une démonstration par récurrence,

en notant (H,) l’assertion «si f et g appartiennent
a ¢"(I,R) alors (fg) € €"(I,R) et (fg)™ =

n (k) (n—k)
Z(k)f g

k=0
— (Hp) est évidemment vraie.
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— L’hérédité se démontre a ’aide de la formule 2 du
théoreme 1.3.1, et se conduit de la méme maniere
que la démonstration de la formule du binéme
de Newton.

4. Encore une récurrence, mais plus subtile car cette
fois on ne fixe pas f et g. Pour n € N, on note (Hy)
lassertion «pour toutes f,g € €"(I,R) telles que g
ne s’annule pas, on a f/g € €"».

— De nouveau (Hp) se démontre aisément.

— Soit n € N. Supposons (Hy,) et montrons (Hy11).
Soit f,g € €""(I,R), g ne s’annulant pas.
Alors on sait que f/g est dérivable et (f/g)" =

! /
M. Mais f'g — fg’ est de classe €™, ainsi

que g2, et g* ne s’annule pas. On peut donc appli-
quer I'’hypothése de récurrence (H,) & f'g — fg’
et g% et en déduire que (f/g)’ est de classe €™,
donc que f/g est de classe €™,

O

Théoreme 1.4.7.
Soit n € N*. Soient f € €"(I,R) et g € €"(J,I).
Alors (fog) € € (J,R).

Démonstration.
(non exigible). La démonstration se fait 14 encore par récur-
rence, avec la méme subtilité que dans la démonstration pré-
cédente. Pour n € N, on note (H,,) 'assertion « pour toutes
fe€C*(I,R)et ge €"(J,I),ona (fog) € E"(J,R)»
— De nouveau (Hy) est triviale.
— Soit n € N. Supposons (H,) et montrons (Hpn41).
Soit f € €"T(I,R) et g € €™ (J, I). Alors on
sait que f o g est dérivable et que (fog) =g'.f og.
Or f’ est de classe €, ainsi que g. En appliquant
I’hypothése de récurrence (H,,) & f’ et g, on obtient
que f' o g est de classe €". Or g’ est aussi de classe
¢", donc le produit ¢'.f’ o g est de classe €. Ainsi
(f o g)" est de classe ™, donc f o g est de classe
(an
O

Théoréme 1.4.8.
Soit n € N*. Soit f € €™(I,J). Si f est bijective
et f’ ne s’annule pas alors f~! € €"(J,I).

Démonstration.
(non exigible). La démonstration se fait par récurrence de
la méme maniére que les deux démonstrations précédentes.

O



2 Les grands théoremes.

2.1 Extremums locaux.

Définition 2.1.1.

On dit que f a un minimum (resp. maximum,)
local en a s’il existe un voisinage V' de a tel que
pour tout z € VNI, f(x) > f(a) (resp. f(x) <
f(a)). On dit que f a un extremum local en a si
f a un minimum ou un maximum local en a.

2
xr—>§:1:3—3:1:2+4:1:—1

/ 1 2

FI1GURE 1 — Exemple de fonction possédant des
extremums locaux, mais non glo-
baux.

FIGURE 2 — Exemple de fonction possédant des
minimums globaux non uniques.
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Remarque 2.1.2. 1. La condition Vx € V N
I f(a) > f(x) est équivalente a chacune
des assertions suivantes

(i) fijvnr admet un maximum global en a ;
(ii) f est majorée par f(a) sur VNI ;
) f(VN1I) est majoré par f(a) ;
(iv) fla) =supyeynr f(@) ;
(v) f(a) = maxzevnr f(2).

2. Une fonction peut avoir un minimum en un
point a sans qu’elle ne soit croissante sur
un voisinage a droite ni décroissante sur un
voisinage a gauche. Considérer par exemple
I’application

(iii

f+ R - R

0 siz=0
T
{x2[sin(1/:c)+1] sinon

Théoréme 2.1.3.

[¢]
Soit a € I. Si f possede un extremum local en a
et si f est dérivable en a, alors f'(a) = 0.

Remarque 2.1.4. 1. Il est essentiel que a ap-
partiennent a l'intérieur de I. Si a est une
extrémité de I, on peut considérer le contre-
exemple Idjg 1), qui possede un minimum glo-
bal en 0 et un maximum global en 1 et est
dérivable sur [0, 1] mais dont la dérivée ne
s’annule ni en 0 ni en 1.

2. La réciproque est fausse. Ainsi x — 23 a une
dérivée nulle en 0 sans avoir d’extremum.

Démonstration.
Sans perte de généralité, on suppose que f admet un
maximum local en a. Il existe donc un voisinage Vi de a
tel que f soit majorée par f(a) sur Viy N 1.

a étant intérieur a I, il existe un voisinage V> de a inclus
dans I.

On a alors ViNVe C ViN1I, f est donc majorée par
f(a) sur VinVa.

De plus, Vi N V2 est un voisinage donc contient un
segment [a —e,a + €] ot € > 0.

On a alors, pour tout = € [a —¢,a+¢], f(z) — f(a) <O0.

Donc d’une part

@) @)

Vr €la—e¢,a
T —a

donc par passage a la limite f'(a) > 0.



Et d’autre part,

| @) - f@)

Vz €la,a+¢€
T—a

donc par passage a la limite f'(a) < 0.
Donc f'(a) = 0. O

Définition 2.1.5.
Supposons f dérivable, un point a € I est un
point critique de f si f'(a) = 0.

Remarque 2.1.6.

Le théoreme 2.1.3 s’énonce donc ainsi : tous les
extremums locaux d’une fonction dérivable a I'in-
térieur de son ensemble de définition sont des
points critiques de cette fonction. Ou bien : une
condition nécessaire pour qu’un point a, a l'inté-
rieur de I’ensemble de définition d’une fonction f
dérivable, soit un extremum local de f est que a
soit un point critique de f.

Remarque 2.1.7.
Cette condition nécessaire n’est pas suffisante,
comme le montre le contre-exemple x — 2% en 0.

L’étude des extremums (locaux ou globaux)
d’une fonction dérivable commencera donc la plu-
part du temps par une étude systématique de ses
points critiques.

2.2 Le théoréme de Rolle.

Théoréme 2.2.1 (Théoreme de Rolle).

Soient a,b € I avec a < b et f € €°([a,b],R) N
P(]a,b],R) vérifiant f(a) = f(b), alors il existe
¢ €la, b tel que f'(c) = 0.

Remarque 2.2.2.

Toutes les hypothéses sont importantes. On
pourra considérer les applications suivantes qui
sont toutes des contre-exemples correspondant a
I’oubli d’une hypothese :

fl : [O, 1] —- R
T =
f2 : [07 1] - R
x = x—|x]

fs: [—1,1] —- R
r |z
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Démonstration.
f est continue sur [a, b], donc elle est bornée et atteint ses
bornes. On note m son mininmum et M son maximum.
— Si f(a) = f(b) #m, alors m < f(a) et m < f(b), et
donc m est atteint sur ]a, b[, donc f’ s’annule en ce
point.
— Méme raisonnement si f(a) = f(b) # M.
— Sinon, cela signifie que f(a) = f(b) = m = M, et
donc f est nécessairement constante sur ]a,b[. f'y
est donc identiquement nulle.

O

FI1GURE 3 — Illustration du théoreme de Rolle
(existence d’une tangente horizontale,
d’un point critique).



2.3 Egalité et inégalité des accroissements
finis.

Théoréme 2.3.1 (Egalité des accroissements fi-
nis, ou TAF).

Soient (a,b) € I% avec a < bet f € €%([a,b],R)N
P (]a,b[,R). Alors il existe ¢ €]a, b tel que

Remarque 2.3.2. 1. Ce théoréeme est une gé-
néralisation du théoréme de Rolle : les hy-
pothéses sont les mémes, a ’exception de
I'hypothese f(a) = f(b), qui n’est ici pas né-
cessaire, et la conclusion est la méme que
celle du théoreme de Rolle dans le cas ou
fa) = f(b).

2. Cependant, on va utiliser le théoréeme de
Rolle pour démontrer le théoreme des accrois-
sements finis. Dans ces conditions affirmer
que le théoreme de Rolle n’est qu'un corol-
laire du TAF laisserait croire que I'on n’a pas
bien saisi I’enchainement des démonstrations.

3. Un autre énoncé de ce théoreme est le sui-
vant : Soient (a,b) € I? avec a # b et
f continue sur 'intervalle [a,b] (ou [b,a] si
b < a) et dérivable sur l'intérieur de ce méme
intervalle. Alors il existe 6 €]0,1[ tel que

fla+6(b—a)= f(bl)) — Z:(a) .
Démonstration.
Posons p = w et

o: [a,b)] — R
r = f(z)—pz

Alors ¢(b) — ¢(a) = f(b) — f(a) — p(b — a) = 0, donc
p(a) = p(b).

De plus, ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b].
Donc d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ vé-
rifiant ¢’(c) = 0. Or ¢'(¢) = f'(¢) — p, donc f'(c) =p =
f(b) = f(a) O

b—a

Pour montrer le TAF, on se rameéne a Rolle par
une transformation géométrique (z,y) — (x,y —
px). Ou p est la pente de la droite D. passant

par les points (a, f(a)) et (b, f(b)). En effet, on
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FIGURE 4 — Illustration du théoreme des accrois-
sements finis (existence d’une tan-
gente de méme pente que la corde).

peut remarquer que D est parallele au graphe de
pld, donc f(a) — pa = f(b) — pb. On peut alors
appliquer le théoreme de Rolle a l'application
f—pld.

Théoréme 2.3.3 (Inégalité des accroissements
finis, ou IAF).
Soient (a,b) € I% avec a < bet f € €°([a,b],R)N
9(la, b, R).
1. Si f’ est minorée par un réel m sur |a,b],
alors m(b —a) < f(b) — f(a).
2. Si f" est majorée par un réel M sur ]a,b|,
alors f(b) — f(a) < M(b— a).
3. Si|f’| est majorée par K > 0, alors |f(b) —
fla)] < Kb —al.

Démonstration.
Par application du TAF & f, on sait qu’il existe ¢ €]a, b[
vérifiant f'(c) = f) = /(o)
b—a
1. Sous les hypothéses données, on a m < f'(c) =
f(b) = f(a)

, d’ott le résultat.
b—a

2. De méme, on a w = f'(c) < M, dot le
résultat.



1f(b) — f(a)]

bl =|f'(c)] < K, d’ot le résul-

3. De méme,
tat.

Notez que 'hypothese a < b n’est ici pas nécessaire :
dans le cas ou a = b le résultat est évident ; dans le
cas ol a > b, il suffit d’échanger les roles de a et b.

O

Définition 2.3.4.
Soit K € R%. On dit que f est K-lipschitzienne

siV(x,y) € I%, |f(z) — f(y)| < K|z —y].

Remarque 2.3.5.

flz) = f(y)
T—-yY
pentes des cordes du graphe de f sont bornées

par K.

Si x # y, on a donc

’ < K, donc les

Proposition 2.3.6.
Toute fonction lipschitzienne est continue.

Démonstration.
Direct en revenant aux définitions. O

Exemple 2.3.7.
La fonction

f o [I,4o00f = R
1

T =

T

est 1-lipschitzienne. En effet, si z,y > 1,

r—y
Y

roy

1 1‘_

‘<1x|x—y\.

On retrouve cela par I'inégalité des accroissements
finis.

Corollaire 2.3.8. 1. Soit f € 2(I,R). Si |f/|
est bornée par K sur I, alors f est K-
lipschitzienne sur I

2. Si f € €'([a,b],R), alors f est lipschitzienne
sur [a, b].

Démonstration.
I'TAF.

2. f’ est continue sur un segment, donc bornée sur ce
segment, et on peut donc appliquer le premier point.

O

1. Immédiat avec le second point de

10
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Exemple 2.3.9.
Utiliser I'TAF permet de montrer aisément que
pour tout z € R, |sinz| < |z|.

Exercice 2.3.10.
En utilisant l'inégalité des accroissements finis,
montrer que pour tout z > 0

1 1
<In({l1l4+-) < —-.
T T

En déduire une minoration et la limite lorsque

n — +oo de
n
Hy=>
k=1

z+1

el

2.4 Dérivabilité et sens de variation.

Résultats déja connus, que 1’on précise et dé-
montre. On rappelle I’hypothese primordiale : I
est un intervalle de R.

Théoreme 2.4.1.
Soit I un intervalle de R et f € Z(I,R).

1. f est croissante sur [ si et seulement si f/ > 0
sur I.

2. f est constante sur [ si et seulement si f/ =0
sur [.

3. f est strictement croissante sur [ si et seule-
ment si f* > 0 et 'ensemble {z € I, f'(z) =
0} ne contient aucun intervalle non trivial
(non vide et non réduit a un point).

On obtient les mémes résultats pour des fonctions
décroissantes mutatis mutandis.

Démonstration.
On ne traite que les cas ou f est croissante.

1. (=) On suppose f croissante sur I, alors son taux
d’accroissement en tout point fixé a € I est posi-
tif. Par passage a la limite, on obtient f’(a) > 0.
(<) On suppose f’ > 0. Soit alors (z,y) € I? avec
x < y. Par application de I'TAF & f entre x et
y, nous avons directement f(y) — f(x) > 0.
Donc f est croissante.

2. f est constante si et seulement si f est croissante
et décroissante. On conclut par utilisation du point
précédent.

3. (=) On suppose [ strictement croissante. On

sait déja que f° > 0. On pose & =
{xecTI]|f(x)=0}. Soit (a,b) € I*, a < b,



tel que [a,b] C &. 11l suffit de montrer que a = b.
On a f'|jap) = 0 donc f|(,4) est constante. En
particulier f(a) = f(b). Or f est strictement
croissante, donc on ne peut pas avoir a < b,
donc a = b.

(<) Supposons que I'ensemble des points ot f’ s’an-
nule ne contient aucun intervalle non trivial.
Alors f est croissante. Par ’absurde, supposons
que f n’est pas strictement croissante. Alors
il existe (x,y) € I* avec © < y et f(z) = f(y).
Alors puisque f est croissante, f est constante
sur [z,y], et donc f'|[5, = 0. Mais alors par
hypothese, x = y, ce qui est absurde. Donc f
est strictement croissante.

O

Remarque 2.4.2. 1. On a f' > 0 = f stric-
tement croissante, mais pas la réciproque
une fonction strictement croissante peut avoir
une dérivée qui s’annule (mais pas n’importe
comment), ex : x +— 2 (il s’agit souvent
d’un point d’inflexion).

2. I doit étre un intervalle. Le théoreéme est faux
dans le cas ou I est une réunion d’intervalles
disjoints (considérer par exemple applica-
tion z — 1/z, de | — 00, 0[U]0, +00] dans R).

3. Si on suppose seulement f’'(a) > 0, alors f
n’est pas nécessairement strictement crois-
sante au voisinage de a. Exemple

f: R - R
siz=0

sinon

- {0
r?sinl/x + (x/2)

En calculant la limite du taux d’accroisse-
ment de f en zéro, on obtient f'(0) = 1/2,
mais pour z # 0, f'(x) =1/2+2zsinl/z —
cos 1/z, et cette expression prend des valeurs
négatives dans tout voisinage de 0.

4. En général, pour étudier les variations de f
sur I avec ce théoréme, il suffit que f soit
dérivable sur l'intérieur de I et continue sur
I tout entier. En effet, si une application
f continue sur I est croissante (resp. stric-
tement croissante, resp. décroissante, resp.
strictement décroissante) sur I alors elle Dest
aussi sur [.

11
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2.5 Limite de la dérivée.

Théoréme 2.5.1 (de la limite de la dérivée).
Soit a < b, f: I — R et £ R. On suppose

1. f continue sur [a, b]

2. et f dérivable sur |a, b]

3. et fl(z) —— L.
z—at

Alors 1@ — £(@)

> . En particulier
r—a r—at

— dans le cas ot £ = 400 (resp. { = —00), f
n’admet pas de dérivée a droite en a et son
graphe admet une demi-tangente verticale
en (a, f(a) dirigée vers le haut (resp. vers le
bas) ;

— dans le cas ou £ est réel, on a

1. f est dérivable (a droite) en a
2. et f'(a) =€ =lim,_,,+ f'(x)
3. et f’ est continue (& droite) en a.

On a le méme résultat a gauche en un point (in-
verser haut et bas dans le cas des limite infinies)
et des deux cotés (limite globale) en un méme
point.

Démonstration.
fz) = f(a)

x—a
s’en déduisant immédiatement.

Pour tout z €]a,b], f est dérivable sur ]a,z[ et conti-
nue sur [a,z] donc il existe ¢ €]a, x| vérifiant f'(c) =
f(z) — f(a)

r—a

On peut ainsi définir une application ¢ :]a,b] —]a,b],
vérifiant pour tout z €a,b], g(z) €la,z[ et f'(g9(x)) =

La difficulté est de montrer

4, le reste
z—at

gogcag(:v) —a Or f — ¢ donce f'(g(z)) — L.
Donc f(@) = f(a) L. O
r—a z—at

Remarque 2.5.2.

Ce théoreme permet de conclure sur la dérivabilité
ou non-dérivabilité de f en a dans le cas ou la
dérivée au voisinage épointé de a admet une limite
(finie ou infinie) en a. En revanche il ne permet
pas de dire quoi que ce soit dans le cas ou la
dérivée n’admet pas de limite.

Exemple 2.5.3.
On considere les fonctions f,, pour n € N définies



au point 3 de 'exemple 1.2.15. Pour n > 1, f, est
continue sur R et dérivable sur R*. De plus

1 1
Vo € R*, f/(2) = na™ 'sin <) — 2" 2 cos ()

x T
Pour n > 3, f)(x) —— 0. Donc, d’apres le théo-

z#0
reme ci-dessus, pour tout n > 3, f, est déri-

vable en 0, de dérivée égale a 0 et on a méme
fn € €1R,R).

Pour n € {1,2}, f/ n’a pas de limite en 0. Le
théoréme précédent ne permet alors de conclure ni
a la dérivabilité, ni & la non-dérivabilité de f,, en
0. Et pour cause : fy est bien dérivable en 0, de
dérivée nulle tandis que fi ne l'est pas. En effet, le
taux d’accroissement de f,, en 0 est ’application
x — 2" Lsin (%), qui tend vers O en 0 si n = 2
et n’a pas de limite en 0 si n = 1.

Exemple 2.5.4.

Notons f ’application racine carrée de R dans

R. f est dérivable sur R* et pour tout z € R,
! _ 1

f(@) = PNCR

Done f'(z) — +o0, donc £&=/©)
z—0t

z—0
400, donc f n’est pas dérivable en 0.

Remarquez cependant qu’il était ici tout aussi
aisé de calculer directement le taux d’accroisse-
ment de f en 0 et de vérifier qu’il ne convergeait
pas.

z—0t

Remarque 2.5.5.

On voit sur ces exemples qu’il est erroné de croire

que la non-dérivabilité de f en a implique que f’

n’a pas de limite en a (cas de la racine carrée).
Il est tout aussi erroné de croire que ’absence

de limite pour f’ en a implique que f n’est pas

dérivable en a (cas de f2).

Exercice 2.5.6.

Soient  a,b € R, et f
R —- R
e” siz <1 Trou-
r

> +ax+b siz>1
ver les valeurs de a et b pour lesquelles f est de
classe €.

Correction.
Remarquons que f est dérivable sur R\ {1} et
que sa dérivée est continue sur R\ {1 }.

12
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De plus f est continue a gauche et dérivable a
gauche en 1, de dérivée a gauche fi(1) = e.

Analyse Supposons f € €!(R,R). Alors f est

continue, donc f(x) —— f(1), donc 1+a+
z—1t

b=e.
De plus f est dérivable. Sa dérivée a gauche
en leste.Pour z >1,0na f(z) =2z +a,
donc f'(x) — 2-+a, donc f’ est dérivable
a droite en gi, de dérivée 2 + a.
f étant dérivable en 1, on a e = fi(1) =
fi(1) =2+a.
Donca=e —2et b=1.

Synthése Supposons a =e —2 et b = 1. Par les
calculs précédents, f est continue a droite en
1, donc f est continue en 1.
De plus, f est dérivable en tout = €]1,4o0],
et f/(x) = 2z + a, donc f'(z) 7 2 +
a, donc grace au théoréeme de la$limite de
la dérivée, f est dérivable a droite en 1 et
fi(l)=24+a=e.
Ainsi, f est dérivable en 1, de dérivée e. f
est donc dérivable sur R.

De plus f’ est continue & droite et a gauche
en 1, donc f’ est continue en 1, donc sur R.

Donc f € €1(R,R).

Conclusion f € €*(R,R) si et seulement si a =
e —2etb=1.

2.6 Théoréme des accroissements finis et
suites récurrentes.

Le TAF fournit un outil supplémentaire pour
étudier les suites récurrentes. Si une telle suite
converge, elle converge vers un point fixe de f,
et se préte a une approximation des points fixes
de f.

Le TAF, dans certaines conditions, assure qu’'une
telle suite converge (ler résultat) sans avoir a
étudier la monotonie de f ni celle de (u,), et as-
sure que la convergence est rapide (2eme résultat).

Exemple 2.6.1.
f I — R, I stable par f, et £ € I un point fixe
de f. Soit ug € I. On considere la suite u,41 =



Si f est dérivable et si |f’| est majorée par M
tel que 0 < M < 1, alors pour tout n, |u, —
0| < M™ug — ¢| (le montrer par récurrence). Et
donc |u, — £] — 0. De plus, la convergence est
géométrique ce qui est rapide. Par exemple, si
M = 10’ alors on gagne une décimale de précision

a chaque étape.

Exemple 2.6.2.

Trouver une approximation du point fixe de f :
4 1072. R est stable par f,
1
(14 x)?

Ry - R, z—
* v 1+2

f est dérivable sur R4, de dérivée x — —

bornée par 1.

Malheureusement cette borne est insuffisante
pour appliquer les idées vues ci-dessus : on aime-
rait avoir une borne K strictement inférieure a

1.

Pour cela, on va chercher un intervalle stable
par f sur lequel f’ est bornée par un K < 1. f’
étant strictement croissante et a valeurs négatives,
il suffit de trouver un invervalle de la forme [a, b]
avec a < bet a> —1.

—1+5

On peut constater que f(1) = 1/2, et comme
a < 1, en déduire que 1/2 < f(a) = a.

On peut alors constater aisément que [1/2,1]
est stable par f. On peut choisir une valeur arbi-
traire dans [1/2,1]. En itérant f sur cette valeur
on obtient des approximations successives de «
convergeant vers a.

Le point fixe de f est par calcul @ =

Exercice 2.6.3.
On considére une suite u définie par

up € [—1,1] et Yn € N, upy1 =2 — up.

Déterminer un segment I sur lequel appliquer
I'TAF permet de montrer que si ug € I, alors
Uy — L.

n——+00
Remarque 2.6.4.
Supposons maintenant que f : I — [ est dérivable
et que sa dérivée est bornée par K < 1.

Par récurrence, on montre facilement que pour
tout n € N, |upt1 — up| < K™ uy — ug|. Alors, si

13
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n €N,

n—1

Z Uk4+1 — Uk

k=0

n—1
<Y Jupgr — g
k=0

|wn, — uo| =

n—1
g |u1 — U()’ Z Kk
k=0

1
<
1-K

|ur — up.

Ainsi, (uy,) est bornée.

3 Extension au cas des fonctions
complexes.

Soit f : I — C, ou I est un intervalle de R.

e La définition de dérivée en a est exactement
la méme que pour les fonctions réelles, mais la
dérivée est a valeurs dans C. On a aussi le résultat
(simple) suivant.

Proposition 3.0.1.

La fonction f est dérivable (en un point ou sur
I) si et seulement si Re(f) et Im(f) le sont aussi.
Dans ce cas, on a f' = Re(f) +iIm(f)".

e Les résultats concernant les opérations sur la
dérivabilité se généralisent : +, X, /.

e Par contre, attention a la composition : dériver
fogn’ade sens (dans notre cadre) que si g est a
valeurs réelles, et f peut étre a valeurs complexes
! Dans ce cas, on a le méme résultat que dans le
cas réel.

e Pour démontrer tout cela, on utilise la proposi-
tion 3.0.1.

e Les grands théoremes :

- le théoréeme de Rolle ne se généralise pas.
Ex :R—C, z+— e,



- TAF : faux aussi (normal, cela impliquerait
le théoréme de Rolle).

- TAF : On peut le formuler comme suit.

Théoréme 3.0.2 (IAF version complexe).

Soit (a,b) € R? avec a < b et f € €°([a,b],C) N
2(Ja,b],C) tel qu’il existe K > 0 vérifiant Vo €
Ja, bl

Démonstration. 1. On va d’abord s’intéresser au cas
particulier ou f(b) — f(a) est un réel. Dans ce cas,
on considérons application Re(f) : [a,b] — R. Elle
est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. De plus,
pour tout = €]a,b], on a |[Re(f) (z)| = |Re(f'(z))] <
|f'(z)] < K. Donc on peut appliquer I'TAF & Re(f)
et en déduire : [Re(f)(b) — Re(f)(a)] < K(b—a). Or

Re(f)(b) —Re(f)(a) = Re(f(b) = f(a)) = f(b) = f(a).

On a donc le résultat.

2. Montrons maintenant le cas général. f(b) — f(a) est
de la forme e“®|f(b) — f(a)|. Notons alors

— C
e f(z)

© est clairement dérivable sur |a,b] et continue sur
[a, b]. De plus pour tout = €]a, b, ¢’ (z) = e~ f'(z),
donc |¢'(z)] = |f'(z)| < K.
De plus p(b) — pla) =
£ (6) = f(a)l.
»(b) — ¢(a) est donc réel, donc on peut appliquer le
point ci-dessus & ¢ : |¢(b) — p(a)| < K|b— al.
Or |p(b) — ¢(a)| = |f(b) — f(a)], d’ou le résultat.

O

v: [a,b]
S

e (f(b) — fla)) =

Les notions de monotonie d’une fonction f ou
de signe de f’ n’ont évidemment pas de sens dans
le cas des fonctions a valeurs complexes, mais on
a cependant le résultat suivant.

Théoreme 3.0.3.
Soit f € 2(1,C). Alors f est constante si et
seulement si f' = 0.

Démonstration.

La fonction f est constante si et seulement si Re(f) et Im(f)
sont constantes, ce qui équivaut & (Re(f))’ = (Im(f))’ = 0,
ce qui équivaut & (Re(f)) + ¢(Im(f))’ = 0, c’est-a-dire &
f=o. O

|f'(z)] < K. Alors [f(b) - f(a)] < K(b—a).

14
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4 Convexité.

4.1 Parties convexes de R? (HP).

Cette partie est hors du programme de MPSI
(mais au programme en MP), et est présente ici &
but d’illustration.

Rappel 4.1.1.

Soit A, B des points du plan de R? d’affixes res-
pectives a, b, soit M un autre point du plan. On
note [A, B] le segment reliant les points A et B.
On a alors

M € [A,B] & 3x e (0,1, AM = \AB
= 3ne[0,1],0M = (1 - NOA + \OB

Notamment, ce segment a pour paramétrisation
complexe

{(@=Na+b\|Ae[0,1]}.

Définition 4.1.2.

Une partie € C R? est dite convexe si pour tout
A, B €%, [A,B] C €, c’est-a-dire si cette partie
contient tous les segments reliant ses points (voir
figure 5).

FIGURE 5 — & est convexe, % ne l'est pas.

Remarque 4.1.3.
On peut donner la méme définition dans R. Les
parties convexes de R sont alors les intervalles de
R.

Sia<b<ceR,on écrit b= (1—Na+ Ac,

b—
- €]0,1[.

avec A =



Exemple 4.1.4.
Un demi-plan est une partie convexe de R2.

Exercice 4.1.5.

Montrer qu'un disque est une partie convexe de
R2.

4.2 Fonctions convexes.

Définition 4.2.1. 1. On dit que f: I — R est
conveze Si

Vo,y € I,V € [0,1],
fOx+ (1= Ny) <Af(2) + (1 =N f(y)

2. On dit que f est concave si

Vz,y € I,V € [0,1],

FOz+ (1 =Ny) 2 Af(z)+ (1 -N)f(y)

Remarque 4.2.2 (voir figure 6).
Nous avons vu que (Az + (1 — Ny, A\f(z) + (1 —
A) f(y)) est une paramétrisation de la corde a la
courbe de f reliant les points d’abscisses = et y.
Ainsi, f est convexe si et seulement si ses cordes
sont toutes au dessus des arcs de courbes corres-
pondants, et concave si et seulement si ses cordes
sont toutes au dessous des arcs de courbes corres-
pondants.

Remarque 4.2.3.

Cette définition est symétrique en z,y. On pourra
donc toujours supposer, sans perte de généralité,
que = < y.

Remarque 4.2.4 (&)

« concave » n’est pas le contraire de « convexe ».

Il existe des fonctions ni concaves, ni convexes
(par exemple, x + x3) ; il existe des fonctions
concaves et convexes (par exemple, les fonctions
constantes).

Exercice 4.2.5.
Caractériser les fonctions & la fois concaves et
convexes.

15
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&y
f()
(1=XN)f(z)
+Af(y)
f(z)
f
x 1-=Nz+xxy ¥

FIGURE 6 — Exemple de fonction f convexe, une
de ses cordes et son épigraphe &%.

Proposition 4.2.6.
Soit f : I — R, alors f est convexe si et seulement
si —f est concave.

Démonstration.
Elémentaire. O

Remarque 4.2.7.

Tous les résultats sur les fonctions concaves s’ob-
tiennent donc par symétrie a partir de ceux obte-
nus sur les fonctions convexes. Nous nous intéresse-
rons donc principalement aux fonctions convexes
par la suite.

Définition 4.2.8.
On appelle épigraphe de f ’ensemble

{(@y)lzeclety> f(z)}.

Proposition 4.2.9 (Interprétation géométrique,
voir figure 6).

Une fonction est convexe si et seulement si son
épigraphe est une partie convexe de R? .

Démonstration.

Soit f: I — R convexe, soit (z,y) et (2’,y’) deux points
de I'épigraphe de f :z,2' € I,y > f(z) et ¥’ > f(z').
Soit A € [0,1]. Comme 1 — A >0et A >0,0na

1 =Ny + Xy = (1= N)f(z) +Af(2).



Comme I est un intervalle, on a (1 —A)z+ Az’ € I. Comme
f est convexe, on a (1= \)f(x)+Af(z') > f(1=N)z+Az'),
donc
(1=Ny+ 2y = f((1 =Nz + Az').

Ainsi, ((1=X)z+Xz’, (1—X)y+Ay’) appartient a ’épigraphe
de f, donc cet épigraphe est bien convexe.

Réciproquement, supposons que ’épigraphe de f est
convexe. Si z,y € I, on a bien entendu f(z) > f(z) (idem
pour y), donc (z, f(z)) et (y, f(y)) sont deux points de
Iépigraphe de f. Ainsi, si A € [0,1], alors ((1 — M)z +
Ay, (1= XN)f(z) + Af(y)) est dans I’épigraphe de f, ce qui
signifie exactement que

F(I =Nz +Ay) < (1 =N f (@) + Af(y)

Ainsi, f est convexe. O

Proposition 4.2.10 (Inégalité de Jensen).

Soit f : I — R convexe. Alors pour tout
T1,...,Tn € I et pour tout Ay,..., A\, = 0 vé-
rifiant A\ +---+ A, =1, 0n a

Fuzr+ -+ Axn) < Aif(z) + -+ A f(zn).

Démonstration.
On le montre par récurrence.

Pour n =1, il n’y a rien a faire.

Pour n = 2, c’est la définition de la convexité. En effet,
siAd1+A2=1,onaalors A\a =1— A1.

Soit n > 1, supposons 'inégalité de Jensen vérifiée pour
n points et parameétres quelconques. Soit x1,...,Tnt1 € 1
et Ai,..., Apt1 = 0 vérifiant A\y + -+ 4+ Apg1 = 1.

Remarquons que si Ap11 = 0, le résultat est assuré par
hypothese de récurrence, et si Ap4+1 =1,ona A\ =--- =
An = 0, et le résultat est immédiat.

On peut donc supposer que 0 < Ap11 < 1.

On pose = A1 + -+ Ap = 1 — Apt1 €]0, 1[. Posons
aussi

S:&ml—l—uﬁ—...ﬁxn,
1 1

de sorte que
M1+t Anp1ngr = pS 4 Anp1@n 1,

ou LL+An+1 =1.

An Iz

Comme —1+~ -++...— = = =1 et comme ces nombres
I

sont tous positifs, par convexité de I on a S € I (cela se
montre aisément par une récurrence similaire a celle-ci,
laissée au lecteur — ou a la lectrice).

On a alors par convexité de f :

fOuzr + -+ Ang1Zng1) < pf(S) + A1 f(@nt1)-

Par hypotheése de récurrence, on a

1(8) < %f(wl) bt %f(m,
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de sorte que I'on obtient bien

fuzi+- -+ dnp1Tng1) < Aif(z) + -+ Ang1 f(@ngr).

Le résultat est donc bien établi par récurrence. O

Théoréme 4.2.11.
Soit f : I — R. Alors, f est convexe si et seule-
ment si, pour tout a € I, la fonction

I\{aJ — R
f(z) — f(a)

r—a

Tfa:
f?a x

est croissante.

Démonstration.
Supposons que f est convexe, soit a € I, montrons que
Tf,a €st croissante.
Soit z,y € I\ {a} vérifiant z < y, montrons que
Tr.a(@) < 7r.a(y)
On procede par disjonction de cas, suivant la position
de a.
e Sia<x<uy, ilexiste A €]0,1] tel que z = (1 —N)a+ Ay
T—a
A=
y—a

. On a alors par convexité de f :

fl) < (X =A)f(a) + Af(y),
donc
f(@) = fa) < A(f(y) — f(a))
Avec la valeur de A trouvée précédemment, on obtient

f(z) = fa) _ fy) = f(a)

T—a y—a

I

soit exactement 77 q(z) < 77,4 (y).

On pourrait procéder de méme dans les deux autres cas,
mais ces derniers sont équivalents (voir la remarque 4.2.13
pour plus de détails).

e Six <a <y, ona par ce qui précede :

f@) ~ f@) _ 1)~ 1)

a—x y—x

<

Apres avoir multiplié par (a — z)(y — x) > 0 et réordonné
cela, on retrouve 7y,4(z) < 75,0 (y).
e Siz <y<a,onademéme

Jw) = @) _ fla) = ()

y—x a—x

et 'on retrouve de la méme maniére (aprés des manipula-
tions élémentaires) : 7fq(2) < 7f,a(y).

Ainsi, par disjonction de cas, 7y, est croissante.

Réciproquement, supposons que, pour tout a € I, 754
est croissante sur I \ {a}.

Soit x,y € I, supposons sans perte de généralité que
xz < y. Soit A €]0, 1[, montrons que f((1 — A)z + Ay) <
(1 =N f(x) + Af(y). Posons a = (1 — Nz + Ay €]z, yl.



a—x —a
et 1— X =422 On a par
y—z y—z
croissance de Ty, :

Notamment, A =

Tra(®) < 7r0(y),

soit

fy) = fla)

I

fl) ~f() _
a—x = y—a

ou ’on a prit soin de n’écrire que des membres positifs. On

a donc

(y —a)(f(a) = f(2)) < (a—2)(f(y) = fla)),

soit
(y—2)f(a) < (a—2)f(y) + (y — a) f(2),

soit exactement

FIA =Nz +Ay) < (1 =X f(z) + Af(y).

Ainsi, f est convexe. O

Corollaire 4.2.12 (Théoréeme des trois pentes,
voir figure 7).

Soit f : I — R. Alors, f est convexe si et seule-
ment si, pour tout a < b<cé€ I, on a

Fa)— £0) _ f@)— £&) _ §8) - 1)
a—b  a—-c¢c = b—ec
f(e)
f(a)
f(b) ;
a b c

FIGURE 7 — Les trois cordes du théoréme des trois
pentes.

Démonstration.

Si f est convexe, cela se lit 77,,(b) < 71,a(c) et 71.c(a) <

71,¢(D), ce qui est vrai par les croissances de 75,, et de 7.
Réciproquement, si I’inégalité des trois pentes est tou-

jours vraie, on lit que la fonction 7f, est croissante
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sur IN]a,+oo[ et que la fonction 74, est croissante sur
IN] — oo, (.

Comme a et ¢ sont quelconques, 75, est croissante
sur IN] — oo, b[ et sur INJb,4+oo[. Or si a < b < ¢, on
lit 774(a) < 776(c), donc 7y est croissante, donc f est
convexe. O

Remarque 4.2.13.
Les trois inégalités

fla) = ) _ fla) = (0
a—>b = a—-c
fla) = fle) _ f(b) = fle)
a—c = b—c
fla)~ F) _ F() ~ f(e)

a—>b = b—c

sont toutes les trois équivalentes a I'inégalité

(a—b)f(c) + (b — ) f(a) + (¢ — a) f(b) < 0.

Corollaire 4.2.14 (voir la figure 8).
Si f: I — R est convexe, considérons une sécante
a la courbe de f :
— la corde ainsi construite est au dessus de la
courbe de f ;
— en dehors de la corde, la sécante est en des-
sous de la courbe de f.

FIGURE 8 — Position d’une sécante . par rap-
port a la courbe d’une fonction
convexe f.

Démonstration.
Nous savons déja que la corde a la courbe de f est au



dessus de sa courbe. Soit a < b € I, notons . la sécante a
la courbe de f passant par les points d’abscisses a et b. Soit
x € I vérifiant < a. Le point d’abscisse x se trouvant sur
. a pour ordonnée

fla) +77,a(b)(x = a)

et le point d’abscisse x se trouvant sur la courbe de f a
pour ordonnée

f(z) = f(a) + 75.0(2) (2 — a).

Par croissance de 7fq, on a 7f4(b) > 7r.(z). Comme
z — a < 0, on obtient bien

f(@) +75a(0)(x — a) < f(2),

ce qui permet de conclure.
Le cas x > b est strictement identique. O

4.3 Régularité des fonctions convexes.

Rappel 4.3.1.
Soit I C R un intervalle, de bornes inférieures et
supérieures a,b € R.

(¢}
L’intérieur de I est l'intervalle ouvert I =|a, b].

Pour z € R, on a la caractérisation

releIe>0,[r—cax+e Cl

Théoréme 4.3.2 (HP, mais important).
Soit f : I — R convexe.

Pour tout a € I, f est dérivable a gauche et a
droite en a et fi(a) < fy(a).

o
De plus, f est continue sur I.

Démonstration.
La clef de ce théoréeme est le résultat de croissance des
o

pentes démontré précédemment. Soit x < a < y € I. Alors,
par croissance de 7,4

Ti(%,a) < 7r(a,y).

Par limite monotone, 7¢,, admet donc une limite finie a
gauche en a, donc f est dérivable & gauche en a et

fy(a) < 7p(a,y).

De méme, 75, admet une limite finie & droite en a, donc
f est dérivable a droite en a et

fa(a) < fi(a).

Comme f est dérivable a gauche et a droite en a, f est
continue a gauche et a droite en a, donc continue en a. [

18
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Remarque 4.3.3.
Il existe des fonctions convexes non continues, les
discontinuités se trouvant alors au bord de I'in-
tervalle de définition. On peut démontrer qu’une
fonction convexe admet des limites (éventuelle-
ment infinies) & gauche ou a droite au bord son
intervalle de définition.

Il existe aussi des fonctions convexes non déri-
vables.

Exercice 4.3.4.
Montrer que la fonction valeur absolue est
convexe.

Théoréme 4.3.5.
Soit f : I — R dérivable. Alors, f est convexe si
et seulement si f’ est croissante.

Démonstration.
Supposons que f est convexe. Soit a < b € I, soit = €]a, b].
Par le théoréme des trois pentes (corollaire 4.2.12)

Tr(a,z) < 7r(a,b) < 74(b, ).

Par passage a la limite lorsque x tend vers a, puis vers b,
on obtient
f'(a) < 7¢(a,b) < £ (0),
donc f’ est croissante.
Réciproquement, supposons que f’ est croissante. Soit
a < b < c e I. Par 'égalité des accroissements finis ap-
pliqués sur [a,b] et [b, c], il existe x €]a, b[ et y €]b, ¢[ tels

que w = f'(z) et w = f'(y). Comme
x < y, on a donc
f(b) = f(a) _ fe) = f(b)
b—a = c—b ’

ce qui s’écrit en mulpliant par (b — a)(c — b) > 0 et en
simplifiant :

(c=a)f(b)+ (b—c)f(a) + (a—=b)f(c) <O.
On en déduit immédiatement la condition du théoréme des
trois pentes, donc f est convexe. O

Remarque 4.3.6.
On démontre de méme que, si f est convexe, f;

[e]
et f} sont croissantes sur I, et ce sans hypothese
de dérivabilité.

Corollaire 4.3.7.
Soit f : I — R deux fois dérivable. Alors, f est
convexe si et seulement si f” est positive.



Démonstration.
Immédiat. O

Exemple 4.3.8.
La fonction exponentielle est convexe. Si o > 1,
x — % est convexe sur RY .

Théoréme 4.3.9 (voir la figure 9).

Soit f: I — R dérivable. Alors, f est convexe si
et seulement si la courbe de f est au dessus de
toutes ses tangentes.

"X
FIGURE 9 — Position de deux tangentes .7 et .7’

par rapport a la courbe d’une fonc-
tion convexe f.

Démonstration.
On démontre que f est convexe si et seulement si, pour
tout a,x € I,

f@) = fa) + (z = a)f'(a).

Supposons f convexe. Soit x,a € [. Siz =a, on a f(z) =
f(a) + (x — a)f'(a). Si z # a, on peut appliquer Iégalité
des accroissements finis : il existe ¢ entre a et x tel que

— Siz >a,onax—a>0et par croissance de f’, on
a f'(c) = f'(a).
— Siz <a,onax—a<0 et par croissance de f’, on
a f/(c) < f'(a).
Dans les deux cas, on a bien f(z) > f(a) + (z — a) f'(a).
Réciproquement, supposons que la courbe de f est au
dessus de toutes ses tangentes. Soit z,y € I?, soit A € [0, 1].
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On pose a = Az+(1—MN)y € I. Le graphe de f est au-dessus
de sa tangente en (a, f(a)), donc on a les deux inégalités

() > f(a (a)(z —a),
(v) = fla (a)(y —a).

En effectuant leur combinaison linéaire avec les coefficients
A>0et (1—AX) >0, on obtient

A (@) + 1 =X fy) = fa) + [ (@) + (1 = Ny — a),
ce qui donne exactement

A (@) + 1A =N fy) = fa).

Ainsi, f est convexe. O

f )+ f
f )+ f

= f
= f

Corollaire 4.3.10 (Caractérisations de la conca-
vité).
Soit f: I — R.

Si f est dérivable, alors f est concave si et
seulement si f’ est décroissante, et si et seulement
si la courbe de f est en dessous de toutes ses
tangentes.

Si f est deux fois dérivable, alors f est concave
si et seulement si f” est négative.

Démonstration.
Immédiat avec la proposition 4.2.6. O

Exemple 4.3.11.
La fonction In est concave.

Définition 4.3.12.

Soit f : I — R continue, soit a € I. Alors, a est un
point d’inflexion pour f sila courbe de f change
de concavité en a, c’est-a-dire s’il existe € > 0
tel que fa—c,a] €t fla,ate SOlent de concavités
opposées (I'une est convexe et ’autre est concave).

Proposition 4.3.13.
Soit f : I — R deux fois dérivable. Alors tout
point d’annulation de f” ou f” change de signe
est un point d’inflexion de f.

Si a est un point d’inflexion de f, la tangente a
la courbe de f en a traverse la courbe de f, en a.

Exemple 4.3.14.
Les fonction tan, sin et sh ont chacune un point
d’inflexion en 0.
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S~

FIGURE 10 — Exemple de point d’inflexion a pour
une fonction f. La tangente .7 tra-
verse la courbe de f.
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