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XI - ENTIERS RELATIFS ET ARITHMETIQUE DE 7

Dans tout ce chapitre, a,b,c,d, m, n, p, g et r
sont des entiers relatifs, sauf mention contraire.

1 Divisibilité.
1.1 Définition.

Définition 1.1.1.

On dit que n divise m, que n est un diviseur de
m ou que m est un multiple de n et on note n|m
si et seulement s’il existe k € Z vérifiant m = kn.

Proposition 1.1.2. 1. La relation | est ré-
flexive, transitive, mais pas symétrique (sur Z
comme sur N). Elle n’est pas antisymétrique
sur Z mais I'est sur N : plus précisément on
asur Z

alb et bla <= |a| =|b] <= a=+b

2. Si a divise b et ¢, il divise toute combinaison
linéaire a coefficients entiers de b et ¢ :

alb et alc = albn + cm

3. La relation | est compatible avec le produit
alb et c|d = ac|bd

En particulier, pour tout k € N, a|b implique
ak|bk .
4. Sic#0, alb < aclbe.

Démonstration. 1. on ne montre que la derniére partie
(le reste a déja été fait dans le chapitre VIII). Soient
a,b € Z tels que alb et bla. Alors il existe k, £ € Z tels
que a = kb et b = af, donc b = bkl. Si b = 0, alors
a = 0 également, car bla. Si b # 0, alors k¢ = 1, et
donc k # 0, £ # 0, et |k| < 1, ainsi que |¢] < 1. Par
conséquent k=¢=1ouk=/¢=—1,et donca ==
oua= —b.
2. Elémentaire.
3. Elémentaire.

4. Elémentaire.

O

Remarque 1.1.3.
Pour tout n € Z,onan | 0,1 | net,si0|n,alors
n=0.

Remarque 1.1.4.
Pour tout a € Z et b € Z*, si a | b, alors |a| < |b|.

Exercice 1.1.5.
Montrer que si a € Z vérifie a|1, alors a = £1.

Définition 1.1.6.

On dit que a est congru a b modulo n et on note
a=b [n] (voire a=0> [n]) siet seulement si n
divise a — b :

a=b [n] <= nla—0b.

Remarque 1.1.7.
Pour tout entier n, la relation de congruence mo-
dulo n est une relation d’équivalence.

Proposition 1.1.8.

La relation de congruence modulo n est com-
patible avec I'addition et la multiplication : si
a = bln| et ¢ = d[n], alors a + ¢ = b+ d[n] et
ac = bd[n].

Démonstration.

On sait qu'il existe (k,¢) € Z* vérifiant a = b + nk et
¢c=d+nl Onaalors a+c=0b+d+ n(k + ¢), donc
a+c = b+dn], et ac = bd + n(bl + dk + nkf), donc
ac = bd[n]. O
Remarque 1.1.9.

Attention, ce n’est pas le cas de la relation usuelle
de congruence modulo 27. Ainsi, 27 = 0 [27]
mais 472 Z 0 [27].

Remarque 1.1.10.

On a nla si et seulement si a = 0[n].

Exercice 1.1.11.
Retrouver les criteres de divisibilité énoncés au
college.

Exercice 1.1.12.
Soit a € Z. Montrer que a est pair si et seulement
si a? est pair.

1.2 Division euclidienne.
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Théoréme 1.2.1.

Soient a € Z, et b € N*. 1l existe un unique couple
(¢,7) € ZxNtelsquea=bg+ret0<r<b.
q et r sont respectivement appelés le quotient et
le reste de la division euclidienne de a par b. b
est appelé le diviseur et a le dividende de cette
division.

Démonstration.
On montre 'existence puis 'unicité.

Existence : Onnote A={k€Z|kb<a}. Alors :
— Aestnonvidecarsia>0,0€ A, et sia <0 on
aac€ Acarb> 1.
— De plus A est majoré, par 0 si a < 0 et par a si
a > 0.
A a donc un plus grand élément noté ¢g. Alors par
construction ¢gb < a < (¢ + 1)b, d’ou le résultat en
posant r = a — gb.
Unicité : Soit (q,7) et (¢’,7’) deux couples vérifiant les
conditions considérées.
Alorsa=gb+r =q¢'b+7r',donc b(qg—¢') =71 —r
et ainsi blg —¢'| = |r —7'|. Orona 0 < r < bet
—b < —r' <0, donc |r —7'| <b, donc |¢g—¢q'| <1, or
g — ¢ est un entier donc q = ¢/, donc r = r’.

O

Remarque 1.2.2.
On a donc r = a[b].

Exemple 1.2.3.
2356 = 18 x 125 + 106.

Exercice 1.2.4.
Poser 360 = 7.

Proposition 1.2.5.

Soit n € N*, alors a = b[n] si et seulement si a et
b ont le méme reste dans la division euclidienne
par n.

Démonstration.

Si a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par
n, on écrit a = ng1 +r et b = ngz +r, avec (¢1,q2) € 7?2
et 0 < 7 < n. On a donc bien a — b = n(q1 — ¢2), donc
nl(a —b).

Réciproquement, si a = b[n], on écrit les divisions eucli-
diennes de a et bparn :a =ng1+r1 et b = ngz+ra, avec
(q1,q2) € Z* et (r1,72) € N? vérifiant, pour tout i € {1,2},
0<r; <n.Onaalorsa—b—n(q1 —g2) =71 — r2, donc
n|(r1 —r2). Or, —n < r1 — 72 < n et il existe un seul entier
dans [—n 4+ 1,n — 1] divisible par n (le montrer !) : c’est
0. Ainsi, 71 = ra. O

Exemple 1.2.6.
Exercice classique : calculer & la main le reste de
la division euclidienne de 1142424244 par 7.

2 PGCD, PPCM.

Soit a € Z. L’ensemble des multiples de a est
noté aZ. C’est donc {ak|k € Z}. Remarquons que,
si a # 0, |a| est le plus petit entier strictement
positif de aZ.

On notera aussi Z(a) 'ensemble des diviseurs
de a : cest donc {k€Z |3l € Z,a=kl}. On
remarquera que, si a # 0, Z2(a) est borné par |a|.

2.1 PGCD de deux entiers.

Dans cette partie, pour tout couple (a,b) € Z2,
on note Z(a, b) 'ensemble des diviseurs communs

a a et b. Ainsi, Z(a,b) = Z(a) N 2(b).

Remarque 2.1.1.
Si b =0, alors Z(a,b) = Z(a).

Définition 2.1.2.

Soit a et b deux entiers avec (a,b) # (0,0), alors
on appelle plus grand diviseur commun de a et b
(pged de a et b) et on note PGCD(a,b) ou a Ab
le plus grand élément de Z(a,b).

Remarque 2.1.3.

L’un des deux entiers est non nul, donc %(a,b)
est majoré par la valeur absolue de cet entier. Par
ailleurs, 1 € %(a,b). Donc Z(a,b) est un ensemble
d’entiers non vide majoré, donc il admet un plus
grand élément, ce qui justifie la définition.

Lemme 2.1.4 (Lemme d’Euclide).
Soient a € Z, b € N*, r le reste de la division
euclidienne de a par b. Alors Z(a,b) = 2(b,r).

Démonstration.

Soit d € Z(a,b). Alors a s’écrit sous la forme bg + r donc

r =a — bg, or d|a et d|b, donc d divise toute combinaison

linéaire de a et b, donc divise r. Donc 2(a,b) C 2(b,r).
Réciproquement, soit d € Z(b,r), alors a s’écrit sous

la forme bg + r or d|b et d|r donc d|a, donc Z(b,r) C

P(a,b). O
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Théoréme 2.1.5.

Soit (a,b) € Z2 avec (a,b) # (0,0). Alors il existe
un unique entier d > 0 tel que Z(a,b) soit 'en-
semble des diviseurs de d. Cet entier est a A b.

Démonstration.
Montrons tout d’abord I'unicité sous réserve d’existence.
Soit d et d’ deux entiers strictement positifs tels que 2(a, b)
soit I’ensemble des diviseurs de d et soit également 1’en-
semble des diviseurs de d’. Alors on a d € Z(a,b). Or
P(a,b) est 'ensemble des diviseurs de d’, donc d|d'. De
méme d’'|d. Or d >0 et d >0 doncd=d.

L’existence repose sur un algorithme, appelé algorithme
d’Euclide. En pseudo-code, il s’écrit :

Fonction euclide(a,b)
# Précondition :a>0etb >0
(Ro,R1) + (a,b)
TantQue R; >0 Faire
Ro <+ reste de Ro+~ R
(Ro, R1) + (Ri1,R2)
FinTantQue

Renvoyer Ry

Soit a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls.
Il est clair que 'appel euclide(a,b) termine. La valeur d
retournée vérifie Z(a,b) = 2(d,0), d > 0 et (d,0) # (0,0).
Or 2(d,0) est ’ensemble des diviseurs de d donc Z(a,b)
est bien I’ensemble des diviseurs d’un entier d > 0.

Un autre point de vue sur cet algorithme est la suite r
définie de la fagon suivante : 7o = |a|, r1 = |b| et pour tout
n € N, si rpy1 # 0, alors ry, 12 est le reste de 7, +~7p41 (on
peut poser 7,42 = 0 sinon, ou considérer que l'on arréte la
suite).

Il est clair que cette suite est & valeurs positives ou
nulles. A partir d’un certain rang, cette suite est nulle,
sinon r serait strictement décroissante et infini (du moins &
partir du rang 1), ce qui serait absurde. Par ailleurs, pour
toutes les valeurs de n pour lesquelles (rn,rn+1) # (0,0),
ona 2(rn,rn+1) = Y(a,b). En particulier, pour la derniére
valeur non nulle r,, on a 2(ry,0) = 2(a,b).

L’algorithme d’Euclide n’est rien d’autre que le calcul
des termes successifs de la suite (r,) : en numérotant les
tours de boucle (& partir de 0) dans Palgorithme précédent,
on peut d’ailleurs noter qu’au n° tour de boucle, Ry contient
la valeur de ry, et Ry celle de 7p41. O

Remarque 2.1.6. — Sur (N*)Q, le pged de
deux nombres a et b est donc la borne in-
férieure de {a, b} pour l'ordre |. C’est donc
aussi le maximum de Z(a,b) N N* pour
lordre | et pour 'ordre <.

— Sur Z*, la relation | n’est pas un ordre car
elle n’est pas antisymétrique : on a a la fois
1] — 1 et —1|1 (on dit qu’on & affaire & un
préordre). L’ensemble des diviseurs de a et
b a alors deux «plus grands» éléments pour
la relation de divisibilité : a Abet —(a A D).
On peut donc en fait considérer que a et b
ont deux pged :aAbet —(aAb) ;lorsqu’on
parle du pgcd, on considere alors qu’il s’agit
du pged positif.

On peut donner la caractérisation suivante : le
PGCD de deux nombres est bien le plus grand
diviseur commun, au sens de la relation de divisi-
bilité (sur N).

Proposition 2.1.7.
Soient a,b,d € Z, avec (a,b) # (0,0). On a P'équi-
valence

(d est le PGCD de a et b)
@(d!a, db, d>0

et Vn € Z, (nla et n|b) = n|d)

Démonstration.
Le sens = découle du théoreme précédent.

Réciproquement, si d € N vérifie d|a, d|b et Vn € N, n|a
et n|b = n|d. Alors d’apres les deux premiers points dla A b
et d’apreés le dernier, a A b|d. On conclut avec d > 0 et
aAb>0. O
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Théoréme 2.1.8 (Théoreme de Bézout, premiére
partie).

Soient a,b € Z2\ { (0,0) }. Il existe deux entiers
u, v tels que au + bv = a A b. Un tel couple est
appelé un couple de Bézout de a et b.

Démonstration.

L’idée de la démonstration est de regarder ce qui se passe
dans I'algorithme d’Euclide. On constate qu’a chaque étape,
les variables Rg et R1 sont des combinaisons linéaires de
a et b. A la fin de I’algorithme, le pged Ro est donc une
combinaison linéaire de a et b.

Pour calculer les coefficients de Bézout, on aura recours a
I’algorithme d’Euclide étendu. Celui-ci est un simple ajout
a l’algorithme vu précédemment ; on introduit en effet des
variables U; et V; pour i = 0,1 qu’on va modifier au fur et
a mesure de I'exécution de fagon a garantir Ry = Upa+ Vob
et Ry = Uia + V1b.

Fonction euclide_etendu(a,b)

# Précondition :a>0etb>0
(Ro, R1) + (a,b)

(uo,u1) « (1,0)

(vo,v1) « (0,1)

# Invariant : Rg = uga + vob et R1 = uia + v1b
TantQue R; > 0 Faire

Ro <+ reste de Rop+ R

q <+ quotient de Ro+ R
(u2,v2) + (uo — qui,v0 — qu1)
(Ro,uo0,v0) « (Ri,u1,v1)
(R1,u1,v1)  (R2,us2,v2)
FinTantQue

Renvoyer (Ro,uo,vo)

La encore, une autre fagon de considérer cet algorithme
est de regarder les suites r, u et v, ou r est la suite consi-
dérée précédemment, et ou u et v sont construites par
récurrence double comme suit.

Onaa=1xa+0 X v, on pose donc up =1 et vo =0
et ro = aug + bvo.

Onab=0xa+1Xwv,on posedoncu; =0et vy =1
et r1 = aui + bui.

En supposant (par récurrence double) qu’il existe
Uny Un, Un+1,Unt+1 € Z tels que

T'n = AUy + bun

T4l = QUp+t1 + bUn41,

alors en notant q le quotient de r, +~ rn+1, On a

Tn4+2 = Tn — QTn+1
= a(un - qun+1) + b(vn - qvn+1)'

Avec Un42 = Un — QUn+1 €6 Upt2 = Up — qQUn+1, ON a bien
Tn+2 = QUnp+2 +buny2, et 'on peut conclure par récurrence
double. O

& Le couple des coefficients de Bézout n’est
pas unique. Par exempleona —1 x2+1x3=1
et 2x 2+ (—-1)x3=1.

Exercice 2.1.9.
Calculer un couple de Bézout pour 1750 et 644.

On peut alors faire la remarque suivante :

Corollaire 2.1.10.
Soit (a,b) € Z?\ { (0,0) }. Alors

aZ—i—bZ:{au—l—bv’(u,v)€Z2}:(a/\b)Z

Démonstration.

L’inclusion gauche-droite découle du fait que, a et b étant
des multiples de a A b, toute combinaison linéaire de a et b
est également un multiple de a A b.

L’inclusion droite-gauche découle du fait que a Ab s’écrit
comme combinaison linéaire & coefficients entiers de a et b
(d’apres le théoréme de Bézout) et que tout multiple d’une
combinaison linéaire de a et b & coefficients entiers est
encore une combinaison linéaire & coefficients entiers. [

Remarque 2.1.11.
C’est en fait une caractérisation du PGCD : pour
tout d € N,

aZ +bZ =dZ = d=aAb.

Corollaire 2.1.12.
Soient a, b, c € Z avec ¢ # 0. Alors (ac) A (bc) =
le[(a A D).

Démonstration.
Posons p = (ac) A(bc) et ¢ = |c[(aAb). Onap >0etg>0
donc p et ¢ sont respectivement les plus petits éléments
strictement positifs de pZ et qZ.

Il suffit donc de montrer pZ = gZ.
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Or d’apres ce qui précede, on a successivement :

(anND)Z = {au—i—bv ‘ (u,v) EZQ}
qZ = { lc](au + bv) | (u,v) GZQ}
= {cau+cbv | (u,v) EZQ}
:pZ

Exercice 2.1.13.
Calculer le plus simplement possible 1230 A 555.

2.2 PGCD d’une famille finie d’entiers.

Les définitions et résultats de la section précé-
dente se généralisent a une famille finie d’entiers.

Ainsi, si a1, ..., ap, sont p entiers non tous nuls,
on note Z(ay,...,a,) ensemble des diviseurs
communs a tous les entiers ag,...,a,. Cet en-
semble étant non vide (il contient 1) et fini, il
admet un plus grand élément, appelé plus grand
commun diviseur des entiers ai,...,a, et noté

P
/\ai, ouaiA...Aap.

i=1
De plus, on remarque que Z(0) = Z, donc si I'un
des entiers de la famille (ai,...,ap) est nul, on

peut lenlever de cette famille sans changer ’en-
semble des diviseurs de ces entiers. Par exemple,
P(a1,a2,0,a3) = Z(ai1,az,as). Dans la suite nous
pourrons donc ne considérer que des familles d’en-
tiers tous non nuls.

Proposition 2.2.1.
Soient (ai,...,ap) € (Z*)P une famille d’entiers
tous non nuls, avec p € N*.

(i) Soit k € Z(aq,...,ap), alors klag A ... A ap.

(i) a1 Ao Ahap=(a1 A ... Nap_1) A ap.

Démonstration.
Démontrons les deux résultats en une récurrence, en posant
pour chaque p € N*

(Hp) : pour tout (ai,...,ap) € (Z*)?, on a (i) et (ii).

Le résultat est connu pour p =1 et p = 2.
Soit p € N* tel (Hp) soit vraie.

Soient a1, ...,apt+1 € Z*.
Notons d = a1 A ... ANap, D = a1 A... Nap A apy1 €t
D':d/\ap+1.

Par définition, D divise ai,...,a, : par hypothese de

récurrence (i), D divise donc d. De plus, D divise ap+1,
donc D|D'".

Par définition, D’ divise d et apt1, et d divise ay,...,ap.
Par transitivité de la relation de divisibilité, D’ est donc
un diviseur de az, ..., ap+1. Par définition de D, on a donc
D' < D :il vient donc D = D’.

Soit k un autre diviseur de a1, ..., ap+1. En particulier, k
est un diviseur de a1, ...,ap, donc k|d. Et comme k|ap1,
alors k|D’, et donc k|D : (Hpt1) est bien démontrée. O

Remarque 2.2.2.

La proposition précédente assure que 'on peut
calculer le PGCD d’une famille aq,...,a, d’en-
tiers en plusieurs étapes : on calcule d’abord
a1 A ag puis (a1 A ag) A as, et ainsi de suite. Par
commutativité du PGCD, on peut aussi choisir
les entiers dans un autre ordre, et tout ceci prouve
I’associativité du PGCD et assure que la notation
ai A ...\ ap est sans ambiguité.

Le théoreme de Bézout peut alors se généraliser
par récurrence

Théoréme 2.2.3.
Soient ai,...,a, des entiers tous non nuls. Alors
il existe des entiers g, ..., u, tels que

LA + ...+ Upap = a1 N ... A\ ap.

Démonstration.

Montrons-le par récurrence sur p.

On sait déja que la propriété est vraie pour p = 2.

Soit p > 2 tel que la propriété soit vraie, et soient
ai,...,ap,ap+1 des entiers.

Par hypothese de récurrence, il existe des entiers
Ui, ..., up tels que urar + ... +upap = a1 A ... Aap. Mais
a1 N...Nap ANapy1 = (a1 A...ANap) A apy1 et d’apres le
théoréme de Bézout pour deux entiers, il existe b,c € Z
tels que b.ar A ... Aap + c.apt1 = a1 A ... Aapy1. D'ou
a1 N...Napt1 = burar + ...+ bupap + capt1, et 'hérédité
est démontrée. O

Exemple 2.2.4.
Trouver trois entiers a, b, ¢ tels que 72a + 180b +
120c = 12.

Remarque 2.2.5.
Le corollaire 2.1.12 se généralise : soient
ai,...,a, une famille finie d’entiers et ¢ € Z*.

Alors /\(cai) = |c| /\ a.
i=1

i=1
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2.3 Nombres premiers entre eux.

Définition 2.3.1.
Deux entiers relatifs a et b sont dit premiers entre
eux si et seulement si (a,b) # (0,0) et a Ab = 1.

Remarque 2.3.2.
Deux entiers a et b sont premiers entre eux si
et seulement si leurs seuls diviseurs communs
sont 1 et —1, en d’autres termes si et seulement
si Y(a,b) C {—1,1} (ce qui est équivalent a
P(a,b) ={-1,1}).

Théoréme 2.3.3 (Théoreme de Bézout, seconde
partie).

Soient a,b € Z. Alors, a et b sont premiers entre
eux si et seulement s’il existe deux entiers u et v
tels que au + bv = 1.

Démonstration.
Le cas (a,b) = (0,0) est direct : les deux propositions
sont fausses, donc équivalentes. Considérons donc (a, b) €
72\ {(0,0) }.
Supposons a et b premiers entre eux. Alors, d’apres le
théoréme de Bézout (premiere partie), on a le résultat.
Réciproquement, supposons qu’il existe deux entiers u
et v vérifiant au + bv = 1. Soit alors d € Z(a,b). On a
d|a et d|b, donc d|(au + bv), donc d|1, donc d = +1. Donc
P(a,b) C{—-1,+1}. O

Corollaire 2.3.4.

On a donc a Ab = 1 si et seulement si a est
inversible modulo b, i.e. si et seulement s’il existe
k € Z vérifiant ak = 1[b].

Exercice 2.3.5.
Résoudre sur Z I’'équation

S5z = 8 [17].

A au+bv = 1 implique a Ab = 1, mais au+
bv = d n’implique pas a A b = d, mais simplement
(a AD)|d.

Corollaire 2.3.6.
Soit (a,b) € Z2\ {(0,0) }. Alors en posant d =
aAb,a =a/det =b/d, on a

ad Ab =1

Démonstration.

On utilise les deux versions du théoréme de Bézout
On sait qu’il existe u et v vérifiant d = au + bv, d’ou
1=a'u+bv, doud et b sont premiers entre eux. O

Remarque 2.3.7.
Ce corollaire est tres fréquemment utilisé.

Corollaire 2.3.8. (i) Soient a premier avec k
entiers relatifs by, bo, ..., by. Alors a est
premier avec by X bg X ... X by.

(ii) Si a et b sont premiers entre eux, alors pour
tous m,n € N, a™ et b" sont également
premiers entre eux.

Démonstration. (i) On traite le cas k = 2, le cas gé-
néral s’en déduit immédiatement par récurrence. Il
existe u; et v; vérifiant au;+b;v; = 1 pouri = 1,2. En
multipliant ces deux relations, il vient successivement

1= (G,U1 + blUl)(ClUQ + bzvz)
1= a2u1u2 + aui1bavs + brviaus + bivibavs

1 = a(auruz + u1bzve + biviuz) + biba(vivz)

D’ou le résultat.
(ii) On applique (i) A aet bxbxbx ...x b, puis (i) &
b"etaxaxax... Xa.

O

Remarque 2.3.9.
La réciproque de ces deux points est vraie.

Théoréme 2.3.10 (Lemme de Gauss).
Soient a,b,c € Z. On suppose albc et a Ab = 1.
Alors alec.

Démonstration.
Ce résultat est une généralisation d’un lemme d’Euclide .
On a a Ab =1 donc 1 s’écrit comme combinaison linéaire
au + bv de a et b. Donc ¢ = ¢ x 1 = a(cu) + (bc)v. Donc ¢
est combinaison linéaire de a et bc. Or bc est un multiple
de a donc ¢ est un multiple de a.

On peut aussi le voir d’un point de vue plus algébrique :
le théoréme de Bézout (2¢ partie) nous indique que aAb =1
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si et seulement si b est inversible modulo a (i.e, il existe
k € Z tel que kb = 1[a]). On a alors bc = 0[a], donc
kbc = ¢ = 0[a]. O

Corollaire 2.3.11 (Forme irréductible d’un ra-
tionnel).
Soit r € Q. Il existe un unique couple (p,q) €

7 x N* telquer:]2 et pAg=1. Ce couple est
q

appelé la forme irréductible de r.

Démonstration.Existence C’est une conséquence directe
du corollaire 2.3.6.

Unicité Soit (p, q) et (p, ¢’) deux formes irréductibles d’un
méme rationnel r. Alors p/q = p'/q’ donc pg’ = p'q.
Donc g|pq’ et p A ¢ = 1. Donc d’aprés le théoréme
de Gauss, on a g|¢’. De méme ¢'|q. Donc ¢ = ¢’ ou
g = —¢. Or q et ¢’ sont tous deux positifs, donc
q=¢q',doncp=7p.

O

Définition 2.3.12.
On dit que des entiers ay,...,a, sont premiers

entre eux dans leur ensemble si leur PGCD vaut
1.

Remarque 2.3.13.
Ne pas confondre « premiers entre eux dans leur
ensemble » et « premiers deux a deux ».

Remarque 2.3.14.

La deuxieme partie du théoréme de Bézout se
généralise sans probléme a une famille finie d’en-
tiers : soient a,...,a, des entiers. Ces entiers
sont premiers entre eux dans leur ensemble si et
seulement si il existe des entiers uq,...,u, tels
que uiay + ... +upa, = 1.

2.4 PPCM.

Définition 2.4.1.

Soit a et b deux entiers relatifs. L’ensemble de
leurs multiples communs est aZNbZ. Si a et b sont
tous deux non nuls, alors cet ensemble possede
un plus petit élément strictement positif. Celui-ci
est appelé ppcm de a et b et est noté PPCM(a, b)
ou aVb.

Remarque 2.4.2.

|ab| est un multiple commun a a et b. De plus,
comme a et b sont non nuls, ¢’est un nombre stric-
tement positif. L’ensemble des multiples communs
de a et de b strictement positifs est donc non vide.
Il est évidemment minoré (par 0), donc il admet
un plus petit élément.

Théoréeme 2.4.3.

Soit a et b deux entiers relatifs. Alors il existe un
unique m > 0 vérifiant aZ N bZ = m7Z. Dans le
cas ou a et b sont non tous nuls, cet entier m est
le ppcm de a et b et vaut %

Démonstration.

Le cas ou a ou b est nul est trivial : on a alors aZ N
bZ = {0} = 0Z. On suppose donc dans la suite de cette
démonstration que a et b sont non nuls. Posons d = a A b,
a' =a/detb =b/d. a’ et b sont premiers entre eux.

Posons m = |ab/d| = |a’t’d|. m est un multiple de a et
de b, donc tout multiple de m est un multiple commun de
aetb :mZ CaZNbZ.

Soit alors p un multiple de a et de b. Alors p s’écrit a
la fois sous la forme au et sous la forme bv. On a donc
p = au = bv, donc a’du = b'dv, donc a’u = b'v. Donc
a'|b'v, or a’ Ab" = 1 donc a’|v. Donc il existe k vérifiant
v =ka'. On a alors p = bv = bka’ = ka’b'd, donc p est un
multiple de m. Donc aZ N bZ C mZ.

On a donc aZ N bZ = mZ. De plus, m est le plus petit
élément strictement positif de aZ N bZ et pour tout m’ > 0
vérifiant m'Z = aZ N bZ, m’ est également le plus petit
élément strictement positif de aZ N bZ, donc m’ =m. O

Remarque 2.4.4. — Sur (N*)Z, le ppcm de
deux nombres a et b est donc la borne su-
périeure de {a, b} pour l'ordre |. C’est donc
aussi le minimum de aN N bN pour l'ordre |
et le minimum de aN* N bN* pour 'ordre <.

— De méme que pour le pged, sur Z*, I'en-
semble des diviseurs de a et b a deux «plus
petits» éléments pour la relation de divisibi-
lité : aVbet —(aVb). On peut donc en fait
considérer que a et b ont deux ppcm :aVb
et —(a VvV b) ; lorsqu’on parle du ppcm, on
considere alors qu’il s’agit du ppcm positif.

On peut donner la caractérisation suivante : le
PPCM de deux nombres est bien le plus petit
multiple commun & ces deux nombres, au sens de
la relation de divisibilité (sur N).



XI - ENTIERS RELATIFS ET ARITHMETIQUE DE 7

Proposition 2.4.5.
Soient a,b,m € Z. On a I’équivalence :

(m est le PPCM de a et b)
@<a|m, blm, m >0

et : Vn € Z, (a|n et bjn) = m]n)

Et également (le point (ii) a d’ailleurs été dé-
montré au cours de la démonstration du théoreme
2.4.3)

Proposition 2.4.6.
Soient a,b,c € Z. Alors :

(i) (ac) V (bc) = |c|(a VD).
(ii) si (a,b) # (0,0), alors |ab] = (a Ab).(a VD).

Remarque 2.4.7.
Avant de calculer un PPCM, on factorisera au
maximum les nombres manipulés.

Exercice 2.4.8.
Calculer 1750 V 644.

Corollaire 2.4.9.
SiaAb=1,alors aVb=lab|.

Notamment, dans le cas ot a Ab=1,sia | c
et b| ¢, alors ab | c.

Remarque 2.4.10.

La encore, si a1, ..., a, est une famille finie d’en-

tiers, on peut définir le PPCM de cette famille, et

démontrer des résultats similaires & ceux concer-

nant les PGCD des familles d’entiers. En particu-
n

n
lier, si ¢ € Z*, alors \/(cai) = |¢| \/ a;.
i=1 i=1

3 Nombres premiers.

Définition 3.0.1.

Soit p € N*. On dit que p est premier si p # 1 et
si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et p. On dit
que p est composé si p # 1 et p est non premier.

Exemple 3.0.2.

Le crible d’Eratosthéne est un procédé permettant
de trouver tous les nombres entiers inférieurs a
un entier naturel N en se basant sur la remarque
suivante : tout entier composé n € N* possede
un diviseur premier inférieur ou égal & \/n.

Par conséquent, les nombres premiers inférieurs
ou égaux a 100 sont les entiers naturels inférieurs
a 100 n’ayant aucun diviseur inférieur ou égal a
10.

Les premiers nombres premiers : 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19, 23, 29, 31, 37...

2 est le seul nombre premier pair.

Remarque 3.0.3.

On appelle diviseur strict de n tout entier naturel
diviseur de n différent de n. Un nombre premier
est donc un entier autre que 1 sans diviseur strict
autre que 1.

Proposition 3.0.4.
Soit p et ¢ sont deux nombres premiers distincts.
Alors p et g sont premiers entre eux.

Démonstration.

Par ’absurde, supposons p A ¢ # 1. Alors p A g est un
diviseur de p et de q autre que 1. p et g étant premiers,
ce ne peut étre un diviseur strict, donc p=pA g =gq. Or
p # q, donc c’est absurde. O

Proposition 3.0.5.
Soit @ € Z et p un nombre premier, si p ne divise
pas a, alors a et p sont premiers entre eux.

Démonstration.

L’ensemble des diviseurs positifs de p est {1,p}, si p ne
divise pas a, ’ensemble des diviseurs positifs communs & a
et p est donc {1}. O

Corollaire 3.0.6.
Soit p un nombre premier et a,b € Z. Si p | ab,
alors p | a ou p | b.
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Démonstration.
C’est une simple application du lemme de Gauss et de la
proposition précédente. O

Le résultat suivant, fondamental, ainsi que la
démonstration donnée, sont connus depuis Eu-
clide.

Théoréeme 3.0.7.
L’ensemble des nombres premiers est infini.

Démonstration.
En effet, soient p1,...,p, n nombres premiers, avec n > 1.
Montrons qu’il en existe nécessairement un autre.

On considére la quantité pip2 ...p, + 1. Cette quantité
est un entier strictement supérieur a 1. L’ensemble de
ses diviseurs (positifs) différents de 1 est donc non vide et
posséde donc un plus petit élément g, strictement supérieur
a 1. Or, g ne peut posséder aucun diviseur strict autre que
1 : g est donc premier.

Alors g est nécessairement différent de tous les p;. Car si
g = pi pour un certain ¢ € [1,n], ¢ divise p1p2 ... pn d'une
part, et divise p1ips2...pn + 1 d’autre part, donc divise la
différence qui vaut 1, ce qui est impossible.

g est donc un (n 4 1)¢ nombre premier. O

Théoréme 3.0.8.

Tout entier naturel supérieur ou égal a 1 se dé-
compose de maniére unique (& lordre des fac-
teurs pres) en un produit de nombres premiers
(ce produit est éventuellement réduit & zéro ou
un terme, et peut avoir plusieurs facteurs égaux).
Plus précisément, pour tout n € N\{0, 1}, il existe
k € N*  des entiers premiers pi, ..., pg distincts
et aq,...,ar € N* tels que

Démonstration.Existence on en donne trois démonstra-
tions

Principe de la descente infinie de Fermat Si n est
un nombre ne se décomposant pas en facteurs
premiers, alors n n’est lui-méme pas premier
(sinon, n = n est une décomposition). Donc, n
g’écrit n = ab, avec 1 < a <netl<b<n.
n ne se décomposant pas en facteurs premiers,
nécessairement, a ou b ne se décompose pas en
facteurs premiers. On trouve donc, pour tout
entier ne se décomposant pas en facteurs pre-
miers, un entier strictement plus petit ne se

décomposant pas en facteurs premiers. Ce qui
est impossible, car en itérant le procédé, on
construirait une suite strictement décroissante
d’entiers.

Principe du bon ordre Soit A I’ensemble des entiers
n’admettant pas de décomposition. Nous vou-
lons montrer que A est vide. S’il était non vide,
il y aurait un plus petit élément a. Si a n’admet
pour diviseur que 1 et lui-méme, a est premier.
a = a est une décomposition de a en facteurs
premiers, ce qui est contraire a ’hypothese.
Donc a s’écrit b x c ou b et ¢ sont des entiers
différents de a et de 1. a étant le minimum de
A, b et ¢ ne sont pas éléments de A et se décom-
posent donc en produit de facteurs premiers. I1
en est donc de méme de a.

Principe de récurrence On suppose que tout entier
inférieur ou égal a n se décompose en produits
de facteurs premiers (ce qui est vrai pour n < 2).
Considérons n + 1
— Sin+1 est premier, alors n+1=n+1

est une décomposition.

— Sinon, n+ 1 =ab,avec 1 <a<n-+1,et
1 <b< n+ 1. L’hypothése de récurrence
s’applique sur a et b, qui se décomposent
donc en produits de facteurs premiers. Il
en est donc de méme de n + 1.

Unicité Commengons par remarquer que pour tout entier

non nul p, p° = 1. Ainsi si n = prtps?.. ... prt et
si pr+1 est un nombre premier distinct des k pré-
cédents, on peut écrire n = p{t.ps?.. ... pzk.pz_’f{l,
avec ag+1 = 0.
On suppose que n a deux décompositions en
facteurs premiers, que l'on peut donc écrire
n = pilps?..... et = pltpo. pi’“, les deux
membres étant éventuellement complétés par p° pour
avoir les mémes facteurs premiers dans les deux
membres. Le théoréme de Gauss permet de dire que
p1t divise le membre de droite, mais puisqu’il est pre-
mier avec pa,...,pr car tous ces nombres premiers
sont distincts, il divise pfl, et donc oy < 1. Symé-
triquement, a1 > B, et ainsi a; = B1. Il en est de
méme pour les autres puissances.

O

Définition 3.0.9.
Pour un nombre premier p on définit I’application

vp: Z — NU{+o0}

+oosin=0
no max{k:EN‘pkm} sinon
qui a un entier n associe ’exposant de p dans
la décomposition de n en facteurs premiers, avec
la convention 1,(0) = +oo. Cette fonction est
appelée valuation p-adique sur 7Z.
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Démonstration.
Il faut démontrer que max{ keN ’ p’“|n} existe bien.

L’ensemble { keN | pFn } est non vide car il contient
0 ; de plus p* ——— +00, donc il existe K € N tel que
k—+oo

p® > n, donc cet ensemble est majoré. Comme c’est une
partie de N, il admet bien un maximum. O

Exemple 3.0.10.
v5(50) = 2, v3(50) = 0.

Exercice 3.0.11.
Décomposer 240 en produit de facteurs premiers
et déterminer 15(240), v3(240), v5(240) et v7(240).

Proposition 3.0.12.
Soient a,b € Z. On note & I’ensemble des
nombres premiers.

(i) Pour tout entier p premier, p divise a si et
seulement si v,(a) > 0.
Sia#0, |a| = H p*(@),
pEL
Sia,beZetpe P, alors vp(ab) = vp(a) +
vp(b).
On a a|b si et seulement si, pour tout p € &2,
vp(a) < 1p(0).
Si (a,b) # (0,0), anb= [ pmntr(@+»®),
pES
sia#0etb£0,avb= ][ prax(p(a), (b))
pEZ
Les entiers a et b sont premiers entre eux si et

seulement si ils n’ont aucun facteur premier
en commun (i.e. pour tout p, vp(a) =0 ou

vp(b) = 0).

Démonstration. (i) Evident.

(ii) C’est une simple réécriture de la décomposition de a
en facteurs premiers.

(iii) 11 suffit de multiplier les écritures précédentes pour

a et b.

Si alb, soit p € 2. Alors, p*»(®) divise a donc b, donc
vp(b) = vp(a).

Réciproquement, supposons que pour tout p € &,
vp(a) < vp(b). On voit alors dans la décomposition
en facteurs premiers de b que I'on peut factoriser a
dans b, donc alb.

(v) Commengons par remarquer que le produit considéré
est bien défini : c’est un produit faisant intervenir
une infinité de termes car & est infini, mais en fait
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seul un nombre fini de ces termes sont différents de 1.
En effet, les diviseurs premiers de a sont en nombre
fini, donc la valuation de a n’est non nulle que pour
un nombre fini d’entiers premiers. Il en est de méme
pour b, et donc min(vp(a), vp(b)) n’est non nulle que
pour un nombre fini d’entiers premiers p.

On note d = H prinr(@p () - Ajarg

pEPX
d x H pup(a)fmin(up(a),up(b)) _ H pup(a) —a
peEP peP
et d X H p"p(b>_min(”P(a)ﬁl’p(b)) — H pr(b) —b
peZ pEP

donc d est un diviseur commun a a et b.

Soit d’ un autre diviseur commun & a et b. Alors
d’ s’écrit nécessairement : d' = p°®?avec pour

pEP

tout p, d(p) € N, et il n’y a qu’un nombre fini d’entiers
premiers p tels que d(p) > 0. Mais si d’|a, on doit
avoir pour tout p € &, §(p) < vp(a). De méme, d’|b
donc pour tout p € &, d(p) < vp(b). On a donc
pour tout p € &, 6(p) < min(vy(a),vp(d)), et par
conséquent d’|d, et d est bien le pged de a et b.

(vi) S’inspirer de la démonstration du point précédent.

(vii) a et b sont premiers entre eux

& aANb=1

& pour tout entier premier p,
vp(aND) =0

& pour tout entier premier p,
min(vy (), () = 0

< pour tout entier premier p,
vp(a) =0 ou vp(b) =0

& pour tout entier premier p, p ne
divise pas a ou p ne divise pas b

< ils n’ont aucun facteur premier
en commun.

Exercice 3.0.13.
Calculer simplement 240 A 42 et 240 V 42.

Finissons par un dernier résultat classique, le
petit théoréeme de Fermat (Pierre de, Beaumont-
de-Lomagne, premiere décennie du XVIle siecle -
Castres, 1665) (le grand n’est malheureusement
pas a notre portée), qui a deux formulations équi-
valentes :

Théoréme 3.0.14 (Petit théoréme de Fermat,
1640).
Soit p un nombre premier. Alors on a :

(i) pour tout a € Z, p divise a¥ — a.
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(ii) pour tout a € Z qui n’est pas un multiple
de p, p divise a?~! — 1.

Démonstration.

Ce théoreme admet plus de 100 démonstrations. Fermat
disait en connaitre une mais ne ’a jamais publiée et elle
n’est pas parvenue jusqu’a nous. La premiére démonstra-
tion est die a Leibniz en 1683, dans un manuscrit qui lui
non plus n’a pas été publié. Il faut attendre 1736 pour
qu’Euler donne la premiére démonstration publique, qui
est essentiellement la méme que celle de Leibniz.

Un petit nombre de ces démonstrations ainsi qu’une in-
troduction historique peuvent étre lus a ’adresse suivante,
sur le site de 'ENS

http ://preview.tinyurl.com/pm49tb4

Donnons-en encore une autre :

Commencons par montrer 1’équivalence des deux
énoncés ! :
Si (i) est vrai et que a n’est pas un multiple de p, alors
puisque p est premier, a et p sont premiers entre eux. Par
conséquent, grace au théoréme de Gauss, pla(a?™* — 1)
donc plaP™! — 1.
Si (ii) est vrai, soit a € Z. Si a est un multiple de p, pla
donc pla(a?~™' — 1). Et si a n’est pas un multiple de p,
alors avec (ii) pla?~' — 1 donc pla(a?~" — 1). Dans tous
les cas, (i) est vrai.

Montrons maintenant le point (ii).
Soit a un entier non multiple de p. Posons N =
a(2a)(3a)...((p — 1)a). Nous allons calculer N modulo p de
deux manieéres.

Tout d’abord, réécrivons N = a?~! x (p — 1)L

Ensuite, pour tout ¢ € [1,p—1], appelons 7; le reste de la
division euclidienne de ia par p. Alors N = rira...1p—1 [p].
Supposons qu’il existe 4,5 € [1,p — 1] tels que r; = r;.

1. Ici, nous n’avons besoin que de montrer que (ii)
implique (i) puisque nous allons montrer (i) par la suite.
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Alors ia = ja [p] donc p|(i — j)a. Or a Ap =1 donc avec
le théoréme de Gauss, p|(i — j). Mais |i — j| < p donc
nécessairement ¢ — j = 0, donc 4 = j. Ainsi les r1,...,rp—1
sont deux & deux distincts. Mais comme ils sont tous dans
I'intervalle [1, p—1], qui contient exactement p—1 éléments,
{ri,...,rp—1} =[1,p—1], et donc rira...rp—1 = (p— 1)\

Finalement, N = a? * x (p — 1)! = (p — 1)! [p], donc
p|(p — 1)!(aP~! — 1). Or p est premier avec tous les entiers
de 1 a p—1, donc il est premier avec (p— 1)!, et & nouveau
avec le théoréme de Gauss, il vient bien pla? ™' — 1. O

Exercice 3.0.15.
Calculer le reste de la division euclidienne de
49835 720 par 37.

Le Petit théoreme de Fermat donne donc une
condition nécessaire pour qu’un nombre entier
soit premier. Il est d’ailleurs trés largement uti-
lisé dans les tests de primalité, comme celui de
Rabin-Miller. Mais, sa réciproque étant fausse, il
n’est pas possible de savoir de maniére certaine
qu’un nombre est premier en n’utilisant que ce
théoréme. Ainsi, on appelle nombres de Carmi-
chael ou menteurs de Fermat les nombres entiers
qui ne sont pas premiers mais vérifient tout de
méme le Petit théoréme de Fermat. Le plus petit
nombre de Carmichael est 561, et a été découvert
par Carmichael en 1910, bien que les propriétés de
tels nombres aient déja été énoncées en 1899 par
Korselt. Les nombres de Carmichael étant relati-
vement rares par rapport aux nombres premiers,
un test de primalité basé sur le petit théoreme de
Fermat aura peu de chances de donner un résul-
tat erroné, mais il n’est cependant pas considéré
comme un test suffisament fiable. C’est pourquoi
on le combine avec d’autres tests pour obtenir des
tests de primalité probabilistes plus fiables.



