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Dans tout ce chapitre, K = R ou C. L’important
est que K soit un corps, mais le programme se
limite & K =R ou C.

1 Généralités.
Soient Fj et Ey deux K-ev (K=R ou C).

1.1 Définitions.

Définition 1.1.1.

On appelle application linéaire (ou morphisme
d’espaces vectoriels) de E7 dans Es toute applica-
tion ¢ : Fy — Ey vérifiant

Y(z,y) € E?, V(\, u) € K2
p(Az + py) = Ap(x) + pe(y). (1)

Autrement dit, I'image d’une combinaison li-
néaire est la combinaison linéaire des images
une application linéaire préserve les combinaisons
linéaires.

e [’ensemble des applications linéaires de F;
dans Ej est noté Z(E, Es).

e Une application linéaire de FE; dans
FEq est appelé endomorphisme. On note
Z(E1,E) = Z(Ey).

e Une application linéaire bijective est ap-
pelée isomorphisme. L’ensemble des iso-
morphismes de FE; dans FEs est noté
YL (Er, Es).

e Un automorphisme est un endomorphisme
qui est aussi un isomorphisme, on note
YL (E) =9Z(E, Er) Pensemble des au-
tomorphismes de E7, appelé groupe linéaire.

e Une application linéaire de £; dans K est
une forme linéaire.

Remarque 1.1.2.

Une application linéaire ¢ de E; dans Fs est un
morphisme de groupes de (E1,+) dans (Eg,+),
avec une propriété supplémentaire vis-a-vis de la
loi externe.

Remarque 1.1.3.

La propriété fondamentale des applications
linéaires se généralise aux combinaisons li-
néaires d’un nombre quelconque de vecteurs : si
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ZTi,..,xn € Eet A,...,\p €Ket fe Z(E,F),

n n

alors f (Z /\i:ci> = Z Xif(x;).
k=1 k=1

De maniere plus générale, pour toute famille

(7i);c; et toute famille & support fini (A;);c;, on a

f<z >\i$¢> =Y Aif (@)

el el

Remarque 1.1.4 (Trés utile en pratique).
La propriété fondamentale des applications li-
néaires (1) est équivalente a

Y(z,y) € E?, YA €K
p(Az +y) = Ap(z) + (y) (2)

ainsi qu’a

V(z,y) € B, o(z +y) = o(x) + ¢(y)
et V(A z) € K x Ep,o(Az) = Ap(z).

La démonstration est analogue a celle pour les
sev.

Exemple 1.1.5.

e Soitu € R3. Alorsp : R3® — R

v U

forme linéaire (on dit que le produit scalaire est
linéaire a droite).
o Soit A €  Mpy(K). Alors ¢ :

Mgn(K) — Mp(K)  est linéaire (on

B — BA

dit que le produit matriciel est linéaire a gauche).

est une

Exemple 1.1.6.

p R3 — R3 est
(x,y,2) — (Br+y2z,2—y+z2)

un endomorphisme.

Remarque 1.1.7.

Toute application polynomiale (en plusieurs va-
riables) faisant intervenir des termes de degrés
différents de 1 n’est pas linéaire.

Exemple 1.1.8.

Y R? — R n’est pas une application
(z,y) = ay

linéaire, idem avec z2 et 3z + 2y + 2.



Exemple 1.1.9.
On note /y(R) 'ensemble des suites réelles conver-
gentes, c’est un sev de RY, et Papplication ¢

N(R) - R est une forme linéaire.
(up) +—  lim w,
n—-+00

Exemple 1.1.10.

La dérivation, 'intégration sur un segment sont

des opérations linéaires (en fonction de la fonction

dérivée, de I'intégrande).

Exemple 1.1.11.

Soit F = .Z(R,R) et a € R.

L’applicationev, : E — R
fo= fla)

linéaire appelée évaluation en a.

est une forme

Remarque 1.1.12 (Notations multiplicatives).
Dans le cas des endomorphismes, on notera sou-
vent uv pour signifier u o v.

De méme, on notera souvent

k fois

ou k € N, avec la convention «® = Idg.

Proposition 1.1.13.
Sip € Z(E1, Ey), alors ¢(0g,) = 0g,.

Démonstration.
Comme pour les morphismes de groupes : ¢(0g,) =
SD(OEl + OEI) = <p(0E1) + ‘P(OEJ' u

Montrons enfin un théoréme central, qui per-
met de caractériser bon nombre d’applications
linéaires.

Théoréme 1.1.14.
Soit E, F' deux K-ev, soit 7, Fs deux sev supplé-
mentaires de E (i.e. E = E; & E3).

Soit f1 € X(El,F) et fo € g(EQ,F).

Alors, il existe une unique f € Z(E, F) telle
que fig, = f1 et fig, = fo.

Démonstration.
On raisonne par analyse-synthese.

Analyse. Soit f € Z(E, F) telle que fig, = fiet fig, =
f2, soit x € E, x1 € Ey et x2 € Fo vérifiant x = x1 + x2.
Alors

f(@) = f(21) + f(22) = fi(@1) + fa(22).
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Synthese. Soit © € F, soit ©1 € F1 et x2 € F» vérifiant
z = z1+x2. On pose f(x) = f1(z1)+ f2(x2). Tout d’abord,
par définition et par linéarité de fo,

f(@1) = f(z1+08) = fi(z1) + f2(08) = fi(21).
Ainsi, fig, = fi1. De méme, fig, = fa.

Vérifions donc la linéarité de f. Soit x,y € E, z1,y1 € F1
et x2,y2 € Fo vérifiant © = 21 + x2 et y = y1 + y2. Soit
A p € K. Alors

AT+ py = Azt + py1 + Axe + py2,

—_— —
€k €Fbo
donc par définition
fOz+py) = fr(Azs + pyr) + fa(Azz + py2).
Par linéarité de f1 et de fa, on a donc
fQz +py) = Mr(@a) + pfi(yr) + Ma(z2) + pfa(y2)
= Af(z) + pnf(y).
Ainsi, f est linéaire. O
Exemple 1.1.15.
Avec E = F = R3, considérons le plan & d’équa-
1

tion z+y+ 2 = 0 et la droite Z = Vect | 1 |. On
1

montre aisément que R? = 2 @ 2.

On peut donc considérer I'endomorphisme f de
FE caractérisé par

— Yue Z, f(u) =u ;

— Yue 2, flu) = —u.

1.2 Opérations sur les applications
linéaires.

Dans toute la suite, Fy, F5 et E3 sont des K-ev.

Théoréme 1.2.1. 1. Z(FE;, E3) est un sev de
(‘g(EhEQ)a Fs )

2. Si f € L(E1,Es) et g € L(Eq, E3), alors
go f e Z(Ey, Es).

3. Soit f € Z(FE1, Es). Alors les applications

0 X(EQ,E:}) — X(El,Eg)
g — gof

et

’(/J' g(Eg,El) — f(Eg,Eg)
' g — fog

sont linéaires.



Démonstration.
Elémentaire. O

Remarque 1.2.2.
Ces résultats montrent, avec £y = Fo = F3, que
(Z(E1),+,0) est un anneau.

AEH général, cet anneau n’est pas commuta-
tif.

Exemple 1.2.3.
On pose By = €T°(R,R) : c’est un sev de
Z(R,R) (le montrer). On note

QDZE1—>E1 etw:E1—>E1
fo=r

On constate alors que 1 o @ # @ o 1.

1.3 Noyau et image.

Théoréme 1.3.1.
Soit ¢ € Z(E1, E3), A un sev de Fj et B un sev
de EQ.

1. L’image directe de A par ¢ est un sev de Fs.

2. L’image réciproque de B par ¢ est un sev de
Ey.

Démonstration. 1. On a bien ¢(A) C E, ainsi que
O0r, € ¢(A), car p(0g,) = 0g, et O, € A.
Soit (y1,y2) € p(A)?, soit A € K et soit (z1,z2) € A?
vérifiant y1 = p(x1) et y2 = p(x2). Alors, comme A
est un sev de E1, on a z1 + Ax2 € A et donc, par
linéarité de ¢, on a y1 + Ay2 = p(z1) + Ap(z2) =
p(z1 + Az2) € p(A). Ainsi, p(A) est un sev de Es.
2. On a bien ¢~!(B) C E; ainsi que 0p, € ¢~ *(B), car
L,D(OEl) = 0}_7;2 et 0E2 € B.
Soit (z1,72) € ¢ Y(B)?, A € K. Alors, ¢(x1) € B
et p(z2) € B et, par linéarité de o, o(x1 + Az2) =
o(z1) + Ap(z2) € B, car B est un sev de Ea. Ainsi,
21+ Ax2 € o H(B) et donc ¢! (B) est un sev de Fj.
O

Proposition 1.3.2.
Soit F, F deux K-espaces-vectoriels, soit V' un
sevde E, f € Z(E,F), soit (x;)icr une famille

R = R
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génératrice de V. Alors, (f(x;))ies est une famille
génératrice de f(V)

f(Vect ((5171)161)) = Vect ((f(xz))zel)

Démonstration.

f (V) est un sous-espace vectoriel de F. Comme V contient
tous les z; pour ¢ € I, f(V) contient tous les f(x;) pour
i € I. Donc il contient le sous-espace engendré par les
Flai) : Veet ((f(z0)),er) C F(V).

Réciproquement, soit y un élément de (V). y est 'image
d’un élément x de V. Alors = est une combinaison linéaire
> ier Aizi (ot la famille (A;),.,) est & support fini), donc
on a

y = f(z)

e
= ZN‘f(ﬂ?i)

iel

€ Vect ((f(2:));cs)

Donc f(V) C Vect ((f(ml))zel) .
Exercice 1.3.3.
Soit

R?® — R3

€T z + 3y + 2z

y — r + 4y + =z

z Yy -

Déterminer une famille génératrice (la plus petite
possible) de

1 -3
f1 Vect —1|,|-1
-1 -1

Définition 1.3.4.
Soit ¢ € g(El, EQ).
1. On appelle noyau de ¢ noté Ker ¢, ’ensemble
{zeErlp(r)=0g}

2. On appelle image de et on note Im ¢, 1'en-
semble { p(z) | x € E; }.

Remarque 1.3.5.
Le théoréme 1.3.1 assure ainsi que Ker ¢ et Im ¢
sont des sev.



Remarque 1.3.6.

Pour montrer qu'un ensemble est muni d’une
structure d’ev, on essaiera TOUJOURS de I'iden-
tifier comme noyau ou image d’une application
linéaire. Sinon, on essaiera de l'identifier directe-
ment comme sev. d’un ev. de référence.

Rappel : on ne revient JAMAIS a la définition
générale d'un ev.

Théoréme 1.3.7.
Soit ¢ € Z(E1, E3).

1. ¢ est injective si et seulement si Ker p = {0}.

2. @ est surjective si et seulement si Im ¢ = Fj.

Démonstration. 1. Deux méthodes : refaire comme
la démo analogue pour les morphismes de groupes,
ou utiliser directement ce théoréme : on choisit la
deuxieme méthode. Il suffit alors remarquer que Ker ¢
est le méme que 'on adopte le point de vue «groupe»
ou le point de vue «espace vectoriel».

On peut aussi refaire la premiere méthode pour s’en-
tralner.

2. Immédiat.

Remarque 1.3.8.
Les calculs de noyaux et d’images se rameénent
souvent a des résolutions de systemes linéaires.

Corollaire 1.3.9.
Soit E et F deux K-espaces vectoriels, f €
ZL(E,F) et (2;);c; une famille génératrice de
E. Alors I'image de cette famille par f est une
famille génératrice de Im f.

Notamment, f est surjective si et seulement si
(f(x;))ier est une famille génératrice de F

Démonstration.
C’est une conséquence directe de la proposition 1.3.2 :

Im f = f(F) par définition
= f(Vect ((ml)lel)) car (z;);c; génératrice
= Vect ((f(xl))zel) par prop. 1.3.2

O
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Exemple 1.3.10.
Soit

f: R — R3

T 3z — y
Y — 2t + y + =z
z z + 3y + 2z

Alors,

Im(f) = Vect(f(l 0,0), £(0,1,0), £(0,0,1))
= Vect((3,2,1), (—1,1,3), (0,1,2))
—Vect((O 5,10), (—1,1,3),(0,1,2))

((~1,1,3),(0,1,2)).

Exemple 1.3.11.
Déterminer Ker ¢ et Im ¢, avec

R} — R3

_ T z + 2y + 5z
v y| — -y - =z
z -r 4+ y — 2z

Exemple 1.3.12.
Soit @ Rg[X] — Ry [X]
P — P —XP

Exemple 1.3.13.
Soitp : RE — RR

f = fxsin
linéaire, puis que ¢ n’est pas injective, en trouvant
une fonction f non nulle dans Ker ¢. Par exemple
f(x)y=0siz#0et f(0) =
On montre enfin que ¢ = ¢|yo(g) est injective, en
montrant que son noyau est réduit a {0}.

. Donner Im ¢.

. On montre que @ est

On peut maintenant unifier les résultats sur les
structures des solutions de nombreux problemes
linéaires étudiés auparavant (systeémes linéaires,
équations différentielles linéaires).

Proposition 1.3.14.
Soit f € L(E1, Ez) et a € Ey. Alors f~1({a}) est
soit vide, soit un sea de F; de direction Ker f.

Remarque 1.3.15.
f~t({a}) est 'ensemble des solutions de I’équa-
tions f(z) = a, avec x € Ej.



Démonstration.
Reprendre chaque preuve effectuée lorsque ’on a rencontré
ce type de structure de solution. O

Exemple 1.3.16.

L’ensemble des suites réelles (uy,)pen vérifiant
pour tout n € N, w42 = 3upy1 — 2u, — 4 est
le sea de direction Vect((2")nen, 1) et passant par
(4n)n€N :

Remarque 1.3.17.
On retrouve ainsi que l'ensemble des solutions
d’un systeme linéaire est soit vide soit un sea.

1.4 Isomorphismes.

Un isomorphisme transporte la structure d’ev,
comme pour les groupes.

A Dire que E; et F, sont isomorphes ne
signifie pas que toute application linéaire de F;
dans FEs est un isomorphisme. On peut donner
un exemple : f : R?2 = R2, (x,9) — (z,0).

Théoréme 1.4.1.
Soit ¢ € Z(E1, Es).

1. Si ¢ est un isomorphisme, alors ¢!

aussi.

2. Une composée d’isomorphismes est un iso-
morphisme : si ¢ € Y.ZL(Eq, E2) et ¢ €
G L (Esy, E3), alors ¥ o p € 4.%(FE1, E3).

3. (9£(E1),0) est un groupe appelé groupe
linéaire (groupe des automorphismes).

Démonstration. 1. Soit (y1,y2) € F3, soit A € K et
soit (z1,x2) € E? vérifiant z; = @71(%) et o =
@ (y2). On a alors, par linéarité de ¢, p(x14+Ax2) =
p(x1) + Ap(22) = y1 + Ayz, done o~ (y1 + M) =
0 (y1) + Ap~ (y2). Ainsi, ™" est linéaire.

2. On a déja vu que 1 o ¢ est bijective et linéaire : c’est
fini !

3. Montrons que c’est un sous-groupe du groupe des
permutations de F1 : (Sg,,0). L’application identité
est bijective et linéaire, donc Idg, € 4.Z(FE1). Les
deux résultats précédents montrent que 4.2 (E1) est
stable par passage a l'inverse et composition, ce qui
permet de conclure.

O

Remarque 1.4.2.
Notation : Sin € N*, 4.2(K") est noté 4.2, (K).
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Exemple 1.4.3.

e : R = R? € 94(R)
On résout le systeme ¢(z,y) = (a,b), et cela

montre que ¢ est bijective, et donne I'expression
de 1.

Remarque 1.4.4.

9 £ (F) ayant une structure de groupe, on utilise

les notations multiplicatives usuelles.
Notamment, si v est un automorphisme de F

et si k € N, on note

k fois

1.5 Image d’une base par une application
linéaire.

Théoréme 1.5.1.

Soit Ey et Ey deux K-ev, et soit (f;);c; une base
de Ej et (gi);c; une famille quelconque de Es.
Alors il existe une unique application linéaire
¢ : E; — E5 telle que pour tout i € [1,n],
o(fi) = gi-

Démonstration.Analyse Soit ¢ une telle application.
Soit x € E. Alors x s’écrit )., A; fi, donc

p(x) = > Nip(fi)

= Z Aigi

iel

olt (A;);c; est la famille des coordonnées de = dans
la base (fi);c;-
() est donc déterminé de fagon unique.

Donc ¢ est déterminée de fagon unique.

Synthése Considérons I'application qui a tout élément x
de E associe Zie[ Aigi, oll (/\i)iel est la famille des
coordonnées de = dans la base (fi),c;-

On montre que ¢ est une application linéaire. De

plus on peut montrer qu’elle vérifie les conditions

demandées : Vi € I ¢(f;) = gi.
Conclusion Il existe bien une unique application répondant

a la question posée.

O



Proposition 1.5.2.

Soit E et F deux K-espaces vectoriels, f €
Z(E,F) avec f injective et (z;);.; une famille
libre de E. Alors 'image de cette famille par f
est libre.

Démonstration.
Soit (\;) ;e une famille de scalaires & support fini tel que

i€l

Alors, par linéarité de f,

i€l

Or f est injective donc

Z)\i:m =0

il
Or (z4),; est libre, donc pour tout ¢ € I, A; = 0. O

Remarque 1.5.3.
Autrement dit, 'image d’une famille libre par une
application linéaire injective est une famille libre.

Or nous avons vu que l'image d’une famille
génératrice par une application linéaire est une
famille génératrice de I'image ; on en déduit que
I'image d’une base par une application linéaire
injective est une base de 'image.

Par ailleurs, I'image d’une famille génératrice
par une application linéaire surjective étant une
famille génératrice de ’espace d’arrivée, on en dé-
duit que I'image d’une base par un isomorphisme
est une base de 'espace d’arrivée.

Proposition 1.5.4.
Soit Ey et Ey deux K-ev, et soit (f;);c; une base
de E;. Soit p € Z(F1, E9).

1. ¢ est injective si et seulement si (¢(f;));c;
est une famille libre.

2. ¢ est surjective si et seulement si (©(f;i));cr
est une famille génératrice de FEs.

3. ¢ est un isomorphisme si et seulement si
(@(fi));er est une base de Es.

Démonstration.
On traite le cas ou I = [1,n].
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1. Si ¢ est injective, par la proposition 1.5.2 la famille

(0(fi));e; est libre.
Réciproquement, si (o(fi));c; est libre, soit x €

Ker ¢. Il existe A1,..., A, € K tel que x = Z)xkfk.
k=1

n
Par linéarité de ¢, p(z) = Z)\kap(fk) = 0p,. Par
k=1
liberté de la famille (o(fi));c;y At = -+ = A =0,
donc z = Og,. Ainsi, Kerp = {0g, }, donc ¢ est
injective.
2. Si ¢ est surjective, par le corollaire 1.3.9 la famille
(o(fi));cr engendre Es.
Réciproquiement, si (¢(fi)),;c; engendre Ez, p(E1) =

p(Vect(f1,. .., fn)) = Vect(o(f1), ..., ¢(fn)) = E2,
donc ¢ est surjective

O

Exemple 1.5.5.

Montrer qu’il existe une unique application li-
néaire ¢ : Ro[X] — R? vérifiant les conditions
suivantes :

p(1) = (1,2)
p(X +1)=(2,3)
o(X?+1)=(0,1)

Cette application linéaire est-elle injective 7 Sur-
jective 7 Un isomorphisme ?

1.6 Classification en dimension finie.

Proposition 1.6.1.
Soit n € N et E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie n. Alors E est isomorphe a K".

Démonstration.
On a dim E = n, donc on peut trouver une base (e1, ..., en)
de E.

Posons alors
p: K" — FE

Y D
k=1

On peut alors remarquer que
1. ¢ est une application linéaire,
2.  est injective (car la famille (e1,...,ey) est libre),
3. ¢ est surjective (car la famille (e1,...,e,) est géné-
ratrice de E).

La fonction ¢ est donc un isomorphisme de K" sur E. F
et K" sont donc isomorphes. O



Proposition 1.6.2.

Si E est un K-ev de dimension finie n et si £ est
une base de F, alors I'application qui a un vecteur
de F associe le n-uplet de ses coordonnées dans
la base £ est un isomorphisme de £ dans K".

Démonstration.
11 suffit de considérer la réciproque de 'isomorphisme ¢ de
la démonstration précédente. O

Proposition 1.6.3.
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. Supposons
que E est de dimension finie.

Alors E et F sont isomorphes si et seulement si
F' est aussi de dimension finie et dim £ = dim F.

Démonstration.
Notons tout d’abord n la dimension de E et choisissons
(e1,...,en) une base de E.

Supposons E et F' isomorphes. On peut alors trouver
un isomorphisme ¢ de E sur F. (p(e1),...,¢o(en)) est
alors une base de F. Donc F' est de dimension finie et
dim F'=n = dim F.

Réciproquement, supposons que F' soit de dimension
finie, égale a celle de E. Alors d’apres la proposition 1.6.1
E et F sont tous les deux isomorphes a K", donc sont
isomorphes. O

Corollaire 1.6.4.
En particulier, tout espace vectoriel E est de di-

mension finie n si et seulement si E est isomorphe
a K".

2 Applications linéaires en
dimension finie.

2.1 Dimension de Z(E, F)

Proposition 2.1.1.

Soient E et F deux K-ev de dimension finie.
Alors Z(E,F) est un K-ev de dimension finie,
et dim Z(E, F) = dim E x dim F.

Démonstration.
Soit n € N et (e1,...,en) une base de E.
On considére ¢ : Z(E,F) — F"
u = (uler))1<k<n
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11 est aisé de vérifier que ¢ est linéaire.

En se souvenant que pour toute famille fq,..., f, de F il
existe une unique application linéaire u € Z(E, F) tel que
pour tout k € [1,n], u(ex) = fr, on constate que ¢ est
bijective.

Par conséquent Z(E, F) et F™ sont isomorphes, ils ont
donc méme dimension. Or F" a pour dimension ndim F =
dim F x dim F', d’ou le résultat. O

2.2 Rang d’une application linéaire

Définition 2.2.1.
Soit E, F' deux K-ev, soit u € Z(FE, F).

Si Im(u) est de dimension finie, on appelle rang
de u sa dimension

rg(u) = dim(Im(u)).

Lemme 2.2.2.
Soit E, F' deux K-ev, soit H un sev de F de di-
mension finie. Alors, u(H) est de dimension finie
et

dim(u(H)) < dim(H).

Démonstration.
Il suffit de prendre une base de H : son image par u
engendre u(H). O

Proposition 2.2.3.
Soient E et F' deux K-ev de dimension finie, et
u€ Z(E,F). Alors rgu < min(dim F, dim F).

Démonstration.
11 suffit de voir que Im(u) est un sev de F et Im(u) =
u(E). O

Proposition 2.2.4.
Soit E, F,G trois K-ev de dimension finie, soit
ue Z(E,F)etve Z(F,G). Alors,

rg(v o u) < min(rg(v), rg(u)).
Démonstration.

On a
Im(vowu) C Im(v),



donc rg(v o u) < rg(v).
De plus,
Im(v o u) = v(Im(u)),

donc comme dim(Im(u)) = rg(u), on a rg(vou) < rg(u).
O

Théoréme 2.2.5 (d’invariance du rang).
Soit E et F deux espaces vectoriels avec E de
dimension finie. Soit u € Z(F, F). Alors

(i) soit v € Y. L(F), alors rg(vou) =rgu ;
(ii) soit w € Y.L (F), alors rg(u o w) = rgu.

Démonstration. (i) Il suffit de remarquer Im(v o u) =
v(Imu). E étant de dimension finie, Imu aussi. Or
v € Y¥L(F), donc v(Imu) est de dimension finie
égale a celle de Imu, donc a rgu.
(ii) I suffit de remarquer Im(uow) = u(w(E)) = w(E) =
Im w.

Remarque 2.2.6.
Pour le point (i) 'injectivité de v suffit, tandis
que pour le point (ii), la surjectivité de w suffit.

2.3 Le théoréme du rang.

Proposition 2.3.1.
Soit F et F deux K-espaces vectoriels et u €
Z(E,F).

Supposons qu’il existe un supplémentaire S de
Keru dans F.

Alors u réalise un isomorphisme de S sur Im u

. 23 I
(ou, si 'on préfere, u}smu : S — Imu est un

isomorphisme).

Démonstration.
Notons ¢ la restriction de v a S au départ et a Imu a
Parrivée. Il est clair que ¢ est bien définie et que c’est une
application linéaire de S dans Im u.
— Montrons que ¢ est surjective. Soit y € Im u. Mon-
trons qu’il existe s € S vérifiant ¢(s) = y.
Pour cela, remarquons tout d’abord qu’il existe
z € F vérifiant u(z) = y. Comme S et Keru sont
supplémentaires dans F, il existe s € S et k € Keru
vérifiant © = s+ k. On a alors u(z) = u(s) +u(k) =
u(s) + 0. Donc ¢(s) = u(s) = y.
© est donc surjective.
— Montrons que ¢ est injective. Pour cela, il suffit de
montrer Kery C {0 }.
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Soit k € Ker. On a (k) = 0, donc u(k) = 0,
donc k € Keru. Or k € S, donc k € Kerun S. Or
Kerwu et S sont supplémentaires, donc k = 0.
Ainsi, ¢ est injective.
Finalement, ¢ est donc bijective. O

Remarque 2.3.2.

Ce théoreme est fondamental pour comprendre
comment «fonctionne» une application linéaire.
De nombreuses questions (dont des exercices) se
résolvent aisément grace a lui ou grace aux idées
contenues dans sa démonstration.

Théoréme 2.3.3 (Théoréme du rang).
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels, avec E de
dimension finie et v € Z(E, F).

Alors Im u est de dimension finie et

dimIm v = dim F — dim Ker w.

Démonstration.

On sait que Keru possede un supplémentaire S dans FE.
On a donc dim S + dim Ker u = dim E. De plus S et Imu
sont isomorphes d’apres 2.3.1, donc dim S = dim Im u. On
en déduit immédiatement le résultat. O

Exemple 2.3.4.

e Le rang d’une forme linéaire non nulle vaut 1,
celui d’une forme linéaire nulle vaut 0.

e Calculer de deux manieres le rang de I'applica-
tion

U R* — R3
v 20 —y —t
i B I +z +t
. r —y —z —2t

Corollaire 2.3.5.
Soient E et F' deux K-ev de dimension finie, et
ue L(E,F). Alors,
(i) uw est surjective si et seulement si rgu =
dim F' ;
(ii) w est injective si et seulement si rgu =
dim E.



Corollaire 2.3.6.

Soit F un K-espace vectoriel et u € 4.2 (F).
Alors, pour tout sous-espace vectoriel F' de F,
si F' est de dimension finie, u(F') l'est également
et dimu(F) = dim F.

Démonstration.

Notons up la restriction de u au départ a F. Autrement

dit, notons u|p 'application de F' dans E, = — u(x).
Alors Imu|r est de dimension finie et dimImur =

dim F' — dimKerujp. Or Kerup C Keru = {0} et

Imu;p = u(F). On en déduit le résultat. O

Corollaire 2.3.7.
Soient E et F' deux K-ev de dimension finie, et
u€ Z(E,F). Alors,

1. si dim F < dim F', u ne peut étre surjective,

2. si dim £ > dim F', u ne peut étre injective.

Proposition 2.3.8 (Caractérisation des isomor-
phismes).
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimen-
sion finie. Soit p € Z(E, F).

Alors si ¢ est un isomorphisme, on a les trois
propriétés suivantes

1. ¢ est injective,
2. @ est surjective,
3. dim F = dim F.

Réciproquement, il suffit que deux de ces trois
propositions soient vraies pour que u soit un iso-
morphisme.

Démonstration.

On a déja montré que si ¢ était un isomorphisme les trois
propositions étaient vraies. Montrons que si deux sont
vraies, alors I’autre I’est aussi.

D’apres le théoreme du rang, dimIlmey = dimE —
dim Ker .

Par ailleurs, on sait que ¢ est injective si et seulement
si son noyau est de dimension 0 et que ¢ est surjective si
et seulement si Im ¢ est de dimension dim F'.

On peut alors remarquer :

— que si les deux premieres propriétés sont vraies, alors

 est un isomorphisme ;

— que si ¢ est injective et dimE = dim F, alors

dimIm ¢ = dim F = dim F', donc ¢ est surjective
donc bijective.
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— que si ¢ est surjective et dim E = dim F', alors
dimKerp =dim EF —dimIlmy =dim F — dim F =

0, donc ¢ est injective donc bijective.
O

Exemple 2.3.9.
Soit n € N*, xg, ..., z, € K des scalaires tous dis-
tincts et o : K,[X] — Kl :
Alors ¢ est un isomorphisme.
© est aisément linéaire, et I’égalité dim K, [X]| =
n+ 1 = dimK"*! assure qu’il suffit de montrer
Iinjectivité OU la surjectivité de ¢, mais pas les
deux.
Il s’agit de faire le bon choix : l'injectivité se
démontre sans peine en utilisant qu'un polynéme
de degré au plus n ayant (n+ 1) racines distinctes
ne peut étre que le polynéme nul. La surjectivité
quant a elle peut se démontrer en utilisant les po-
lynémes de Lagrange, ce qui est nettement moins
immédiat.

Le résultat précédent s’exprime simplement
dans le cas des endomorphismes.

Corollaire 2.3.10 (Eléments inversibles de
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit ¢ € Z(E).

Alors les trois propositions suivantes sont équi-
valentes

1. ¢ est injective,
2. ¢ est surjective,

3. ¢ est bijective.

Exercice 2.3.11.
Soit av € K\ {£i}, soit

E={R—-K, z+ (acos(z)+ bsin(z))e® | a,b e K }.

Montrer que d : f — f’ est un automorphisme de
E.

Sous quelle forme peut-on donc chercher une
primitive de z + cos(z)e3* ?



Corollaire 2.3.12.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit ¢ un élément de 'anneau (£ (F), +, o). Alors
les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est inversible a gauche,
2. ¢ est inversible a droite,

3. ¢ est inversible.

A L’hypothese de dimension finie est indis-
pensable.
Considérer par exemple les applications

g RY — RN
(Un)nen +— (un+1)neN

(R RN — RN
(Un)nen — (up(n))neN

oup: N — N

{ 0 si
n .
n—1 si

Remarque 2.3.13.
De la méme maniere que le corollaire 2.3.12, on
peut montrer que si E et F sont deux K-espaces
vectoriels de dimension finie tels que dim F =

dim F', et si ¢ est un élément de Z(E, F'), alors
les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. il existe ¢ € Z(F, E) telle que ¢ o ¢ = Idp,
2. il existe x € Z(F, F) telle que p o x = Idp,

n =0,

n # 0.

3. ¢ est bijective.

3 Endomorphismes particuliers.

3.1 Homothéties.

Définition 3.1.1.
Soit EF un K-ev. Soit A € K*. On appelle homo-
thétie de rapport A application

h/\:)\IdE: E — FE
r — Ax
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Remarque 3.1.2.
Cas particuliers : A =1
symétrie de centre 0.

:identité ; A = —1,

Théoréme 3.1.3.
Toute homothétie est un automorphisme de F, et
(ha)™! = hy-1 = hy)y.

Démonstration.

e Linéarité : simple.

e Bijectivité et réciproque : calculer hy o hy—1 et hy-1 o
hx. O

Proposition 3.1.4.
Soit . (E) l'ensemble des homothéties de E.
Alors (J#(FE), o) est un sous-groupe de 4.4 (E).

Démonstration.

o ' (E) C 92 (E) d’apres le théoréme précédent.

eId e (E).

e Stable par passage a I'inverse d’apres le théoréme précé-
dent.

e et on remarque que pour tout A, € K*, hy o hy = hpua,
donc on a la stabilité par produit. O

Remarque 3.1.5.

Y Z(F) n'est pas un sous-groupe commutatif,
mais 7 (E) lest. En fait il est isomorphe a K*
via A — h)\.

3.2 Projecteurs.

Dans toute la suite, on suppose que F' et G sont
deux sev supplémentaires, i.e. £ = F & G.

Définition 3.2.1.
On appelle projection sur F parallelement a G
I'endomorphisme pp| g de & (E) défini par :

Vye F,V2e€G ppigly+2)=y. (3)

Remarque 3.2.2.

Voir le dessin sur la figure 1. Exemple dans R?
avec F={z=0}et G={x+y=0,y+ z=0}.
Démonstration.

Il convient de montrer que cette définition est correcte,

c’est-a-dire qu’il existe une unique application vérifiant les
conditions demandées.



Analyse Soit pp|¢ un endomorphisme vérifiant les condi-
tions demandées. Alors pour tout x € E, ppjc(z) =y
ol (y,z) est Punique couple’ de F x G tel que
T =y + 2. pr|c est donc déterminé.

Synthése Soit pp| ¢ I'application associant a tout x € E
l'unique valeur 2 y telle que z s’écrive y+z avec y € F
et z € G.

La proposition (3) est manifestement vérifiée. On peut
par ailleurs montrer que pr|¢ est une application
linéaire.

Conclusion Il existe une unique application vérifiant les
conditions demandées

O

Remarque 3.2.3.

Pr|c est en fait 'unique endomorphisme de E
dont la restriction a F' est l'identité et dont la
restriction & G est nulle (voir théoreme 1.1.14).

Théoréme 3.2.4.
pr|c € Z(E), Kerppje = G, Im(ppg) = F.

Démonstration.

e Linéarité : élémentaire.

eSoitzx =y+z2z€E,ycF,zcG,doncz € Kerppa
si et seulement si y = 0 si et seulement si ¢ = 2 si et
seulement si z € G.

z € Impp| g si et seulement si il existe 2’ =y’ + 2’ tel que
z =1y siet seulement si x € F. O

Remarque 3.2.5.

e Cas particuliers : F' = {0g} et G = FE :pp|g =
02 (m)-

e G ={0g}et F=F :pp=Id Hormis ce
dernier cas, une projection n’est jamais injective,
ni surjective.

* pr|c +pcF = 1d, pric|q = 0, Pr|c|p = 1dF.
e Si E est de dimension finie, rg pp|g = dim F.

Définition 3.2.6.
On appelle projecteur tout endomorphisme f tel

que fo f=f.

Théoréeme 3.2.7.
Toute projection est un projecteur.

1. Il existe et est unique puisque £ = F & G.
2. Voir remarque précédente.

11
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Démonstration.
Il s’agit essentiellement d’utiliser que si * = y + 2
pric(pric(®)) = pric(y) = Pric(y + 0B) = y. O

Théoréme 3.2.8 (Réciproque).
Soit f un projecteur. Alors Ker f & Im f = E, et
f est la projection sur Im f parallelement a Ker f.

Démonstration.

Soit z € Ker f NIm f. Alors il existe y tel que z = f(y).
Or f(z) = 0 mais [(z) = f(f(y)) = f(y) = =, donc & = 0.
Ker f et Im f sont donc en somme directe.

Montrons que F = Ker f 4+ Im f.

Analyse : soient y € Im f et z € Ker f tels que z =y + z.
Alors il existe u tel que y = f(u). Donc f(z) = f(f(u)) +
f(z) = f(f(w)) = f(u) =y. Donc on a y = f(z) et donc
z=z— f(x).

Synthése : on pose y = f(z) et z = z — f(z). Alors on
abien z = y + 2. de plus f(y) = f(f(z)) = f(z) = v,
donc y € Im f, et f(2) = f(z — f(x)) = f(z) — f(f(2)) =
f(z) — f(z) =0, et ainsi z € Ker f. On a bien le résultat
voulu.

Mais si 'on note x = y + z la décomposition associée a
Ker f ® Im f = F, alors Vz, f(x) = y, donc f est bien la
projection sur Im f parallelement a Ker f. O

Remarque 3.2.9. 1. Si f est un projecteur,
alors Im f = Ker(f —Id) : on utilise que
x € Im f si et seulement si f(z) = = si et
seulement si f(z) —x = Og si et seulement

si (f —1Id)(z) = 0g.
2. Si E=F &G, alors ppig + pgr = 1d, et
PF|G © Pa|F = PaG|F © Prjc = Ogz(k). En
effet, si * = y + z, alors ppg(z) = y et

pa|r(r) = z. Bt ppya(2) = par(y) = Og.

Exercice 3.2.10.

Montrer que 'ensemble des fonctions paires et
celui des fonctions impaires sont supplémentaires
dans RR. Donner 'expression des projections sur
I'un de ces deux ensembles parallelement au se-
cond.

3.3 Symétries.

Définition 3.3.1.

On appelle symétrie par rapport a F et paralléle-
ment & G 'endomorphisme sp g de Z(F) défini
par :

Vye F,V2€G spigly+z2)=y—=z (4)



Démonstration.
Comme pour une projection, on montre que ceci définit
bien une fonction, qui est linéaire. O

Remarque 3.3.2.
Voir le dessin sur la figure 1. Méme exemple que
pour la projection.

Théoréme 3.3.3.
SF|G € %X(E), et S%HG =Idg, i.e. SF|G = S;iG.

Remarque 3.3.4.

On dit que sp| g est une involution linéaire.
Démonstration.

On a déja observé la linéarité.

Soit x € E, soit y € F et z € G vérifiant x = f + g.
Alors

spia(sria(t)) = spjaly —2) =y + 2 ==

Théoréme 3.3.5 (Réciproque).

Toute involution linéaire est une symétrie, plus
précisément, si f est une involution linéaire, on
a :

1. Ker(f —1Id) @ Ker(f +1d) = E.

2. f est la symétrie par rapport a Ker(f — Id)
parallelement a Ker(f +1d).

Démonstration. 1. e Analyse :siz=y+ z avec y €
Ker(f —1d) et z € Ker(f + Id), alors f(y) = y et
f(z) = —z.Donc f(z) =y—z. Dou : f(z)+x =2y
et © — f(z) = 2z. Donc y = %(f(x) +x) et z =
1
o f@).

e Synthese.
2. On vient de voir que si la décomposition de = dans
Ker(f —Id) ® Ker(f +1d) est z = y + z, alors f(x) =
y — z. CQFD.
O

Remarque 3.3.6.

On peut aussi montrer que Ker(sp|g — Id) =
Im(sp|c+1d) et Ker(sp g +1d) = Im(spjg —1d).
Montrons la premiere égalité :

oz € Im(sp|e +1d) = 2 = sp|g(z’) + 2. Donc
(spic—1d)(2) = spja(spc(z’) +2') = spa(@) —
' =2 +sp|g(r’) = spja(z’) — 2" =0.

e z € Ker(spig — Id) = spja(r) = —2. On

12
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pose alors 2’ = (sp|¢ — Id)(—1/2x). Alors 2’ =

1
—5(—1: —z) =x,donc 2’ =z, or 2’ € Im(sp)g —

1d).

Remarque 3.3.7.
On peut enfin montrer que sgr + sp|g = 0.2(E),

sp|a © sq|r = —Id = sq|F ° sp|as et prjc =

§(SF||G + Id). Faire un dessin.

FIGURE 1 — Représentation de la projection et de
la symétrie sur F', parallelement a

G.

4 Formes linéaires et hyperplans.

Commengons par un premier résultat déja
croisé :

Proposition 4.0.1 (Expression d’une forme li-
néaire en dimension finie.).
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie
n et soit ¢ une forme linéaire sur F.

Soit alors & = (ey,...,e,) une base de E.

Pour j € [1,n], notons a; = ¢(e;).

Soit u € E. Notons x1, ..., T, ses coordonnées
dans la base &.

Alors on a

n
p(u) = ajz;.
j=1



Démonstration.
On a :

p(u) = ¢ (Z Iﬁj)

j=1

P
= zip(e)
j=1
= Z Tjaj.

j=1

Définition 4.0.2.

Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle hyper-
plan de E tout sev qui est le noyau d’une forme
linéaire non nulle sur E.

Remarque 4.0.3.

Une forme linéaire non nulle est nécessairement
de rang 1. Ainsi, dans un ev E de dimension finie
n, un hyperplan est un sev de dimension n — 1.
Nous allons voir plus loin que la réciproque est
vraie.

Proposition 4.0.4.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie
n. Soit (eq,...,e,) une base de E.

Soit H un hyperplan de E. Alors les éléments de
H sont les points dont les coordonnées (1, . . ., )
sont les solutions d’une équation de la forme a1+
...+ anxy, = 0, ou ay,...,a, sont des scalaires
fixés non tous nuls.

Réciproquement, toute équation de cette forme
est celle d’un hyperplan.

Démonstration.

Soit H un hyperplan de E. Alors par définition il existe une
application linéaire ¢ dont H est le noyau. Or d’apres 4.0.1,
pour tout élément x € E, la valeur de p(z) (qui est la
coordonnée de ¢(x) dans la base canonique de K) s’exprime
sous la forme a1x1 + ...+ anxn. Ker ¢ est donc ’ensemble
des points dont les coordonnées vérifient a1x1 +...anxy, =
0.

Réciproquement, pour tout n-uplet de scalaires
(a1,...,an) non tous nuls, 'application ¢ qui a tout vecteur
de E de coordonnées (x1,...,xy) associe a1x1 +. ..+ anxn
est une forme linéaire, & I’évidence non nulle (considérer
le vecteur de E dont toutes les coordonnées sont nulles,
exceptées la i®, ot ¢ € [1,n] est tel que a; # 0), les
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points dont les coordonnées sont solutions de 1’équation
a121 + ...+ apxy, = 0 sont donc les éléments du noyau de
Ker ¢, qui est un hyperplan.

O

Définition 4.0.5.

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle droite
vectorielle de E tout sous-espace vectoriel de di-
mension 1.

Proposition 4.0.6.

Soit £ un K-espace vectoriel et H un hyperplan de
E. Alors toute droite vectorielle D non contenue
dans H est supplémentaire de H dans FE.

Démonstration.

Soit D une droite vectorielle non contenue dans H, et ¢
une forme linéaire non nulle dont le noyau est H.

Alors D N H est strictement inclus dans D, donc dim D N
H <dimD =1,donc DNH ={0}, et ainsi D et H sont
en somme directe.

Enfin, soit x € E. Notons A = ¢(x). Soit également e
un vecteur directeur de D, et oo = ¢(e). Alors o # 0 car

e ¢ H. Posons alors h = x — —e. Alors z = h + -

A A

—e€ D,et o(h) =X — =.a =0, donc h € H. Ceci assure
@ !

que E = H + D, et donc avec le premier point, H et D
sont supplémentaires.

O

Etudions la réciproque

Proposition 4.0.7.

Soit ¥ un K-ev et H un sev admettant une droite
D comme supplémentaire. Alors H est un hyper-
plan de E.

Démonstration.

Soit e un vecteur directeur de D. Tout élément de = de
E s’écrit donc de fagon unique sous la forme h + Ae, ou
he Het AeK.

Notons ¢(z) ce scalaire A. Alors nous pouvons montrer
que ¢ est une application linéaire de E dans K. Elle est
non nulle car p(e) # 0.

De plus, pour tout € E, on a x € Ker ¢ si et seulement
si x s’écrit sous la forme h 4 0.e, ou h € H. Donc Ker ¢ =
H. O

Remarque 4.0.8.
Ce dernier résultat assure donc la réciproque de



4.0.3 : dans un ev de dimension finie n, les hy-
perplans sont exactement les sev de dimension
n— 1.

Exemple 4.0.9.

e Les droites vectorielles sont les hyperplans de
R2.

e Les plans vectoriels sont les hyperplans de R3.
e [’espace est un hyperplan de I’espace-temps.

e K,,[X] est un hyperplan de K,,41[X].

e K" peut étre vu comme un hyperplan de K*+1,
si 'on considere que K™ est isomorphe a K™ x {0},
qui est un hyperplan de K*+1.

Lemme 4.0.10.

Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel E et
soit e un vecteur non nul n’appartenant pas a H.
Alors pour toute forme linéaire u de noyau H,
onau=A\p, ou A = u(e) et ¢ est application
associant « a tout vecteur de la forme h + ce.

Démonstration.
Posons D = Vect(e). L’application ¢ est bien définie car
E = H @ D et elle est linéaire. Soit u € Z(E,K) vérifiant
Keru = H. Alors soit x € E. x s’écrit sous la forme h + ae
et on a u(z) = u(h) + au(e) = 0+ aX = Ap(z).

Donc Yz € Eu(z) = Ap(z). Donc u = Ap. De plus,
A #0 (sinon keru = E # H). O

Proposition 4.0.11.
Deux formes linéaires de méme noyau sont pro-
portionnelles.

Démonstration.
Direct d’apres le lemme précédent. O

Ce résultat implique le suivant

Proposition 4.0.12. — Soit H un hyperplan,
noyau d’une forme linéaire non nulle wu.
Alors les formes linéaires de noyau H sont
exactement les A.u, A € K.

— Soit H un hyperplan en dimension finie,
d’équation a1x1 + ...+ apx, = 0. Alors les
équations de H sont exactement les équa-
tions de la forme A.a121 + ...+ A.ayz, =0,
A e K*.
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Lemme 4.0.13.

Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel E. Soit
F' un sous-espace vectoriel de E de dimension
finie p. Alors H N F est de dimension p — 1 ou p.

Démonstration.
Soit ¢ une forme linéaire non nulle dont le noyau est H.
Alors HNF ={z € F | ¢(z) = 0} = Ker ¢|p.

Si ¢F est nulle, alors H N F' = I et le résultat est
évident.

Sinon, Ker ¢ est un hyperplan de F', donc dim HNF =
p—L O

Proposition 4.0.14.
Soit Hy, ..., H; m hyperplans d’un espace vec-

m
toriel £ de dimension finie n. Alors ﬂ Hj, est de
k=1
dimension au moins n — m.

Réciproquement soit F' un sous-espace vecto-
riel de dimension n — m d’un espace vectoriel
FE de dimension finie n, ot m € N. Alors F' est
I'intersection de m hyperplans.

Démonstration.
Le premier point se démontre par une récurrence immédiate
en utilisant le lemme 4.0.13.

Pour la réciproque, considérons un supplémentaire S
de F' dans E. Alors dim S = m. Choisissons une base
(e1,...,em) de S. Notons p la projection sur S paralléle-
ment & F. Pour tout k € [1, m], notons fi la forme linéaire
qui & = € E associe la k°® coordonnée de p(x).

Soit x € E. On a = € F si et seulement si x € Kerp
si et seulement si pour tout k € [1,m], fu(z) = 0 si et

m

seulement si x € ﬂ Ker fi. Donc on a

k=1
m
F = ﬂ Ker fi
k=1
Donc F est I'intersection de m hyperplans. O



