Semaine du 12 janvier.

X1l — Suites numériques.

1. Vocabulaire.

2. Limite d’une suite réelle.

2.1. Définition et premieres propriétés.

2.2. Opérations sur les limites.

2.2a.

2.2b.

2.2c.

2.2d.

2.2e.

2.2f.

Etude de (un + 'Un)nEN-

Etude de (UnVp ) neN-

Un

Etude de (i) e’

Etude de (|un|)nen-

Etude de (max(uy,, vn))nen-

Exemples de formes indéterminées.

2.3. Limites et suites extraites.

2.4. Limites et inégalités.

3. Résultats de convergence.

3.1. Composition.

3.2. Utilisation d’inégalités.

3.2a. Techniques d’encadrement.

3.2b. Suites monotones.

3.2c. Suites adjacentes.

3.3. Théoreme de Bolzano-Weierstrass.

La démonstration du théoreme de Bolzano-Weierstrass n’est pas exi-
gible.

4. Traduction séquentielle de certaines propriétés.

5. Suites particulieres.

5.1. Suites arithmétiques.
5.2. Suites géométriques.
5.3. Suites arithmético-géométriques.

Méthode de résolution

Page 1 sur 4



5.4. Suites récurrentes linéaires doubles.

6. Suites définies par une relation de récurrence
d’ordre 1.

6.1. Définition de la suite.
6.2. Recherche d’une limite éventuelle.
6.3. Cas ou f est croissante sur A.

6.4. Cas ou f est décroissante sur A.

7. Suites a valeurs complexes.

8. Premiers exemples de séries numériques.

8.1. Séries télescopiques.

8.2. Séries géométriques.

XIl — Algebre générale.

1. Lois de composition internes.

1.1. Définition.

1.2. Propriétés usuelles des Ici.

Le vocabulaire de magma est hors programme et n’a pas été utilisé.
Les distinctions < a gauche > / < a droite > pour la distributivité,
I’élément neutre et les éléments inversibles sont hors programme, et ne

sont pas exigibles.

2. Structure de groupe.

2.1. Définition et exemples.
2.2. Sous-groupes.

2.3. Morphismes de groupes.
3. Anneaux
3.1. Structure d’anneau.
Dans le cadre du programme, tout anneau est unitaire.
3.2. Sous-anneaux
3.3. Morphismes d’anneaux
4. Structure de corps.

Dans le cadre du programme, tout corps est commutatif.
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Questions de cours

Ces questions de cours sont & savoir traiter, et non & apprendre par coeur.

Les colleurs sont libres de demander tout ou partie d’'une de ces questions de

cours,

mais aussi de mélanger les différentes questions ou de donner des exemples

numériques différents de ceux proposés.

L’évaluation de la maitrise du cours ne se limite pas a la question de cours : la connais-

sance des définitions et théoréemes du cours pourra étre évaluée a tout moment de la

colle.

SUITES

Soit u € RY et ¢ € R. Donner les définitions quantifiées de < u

tend vers £ >, de < u tend vers +00 > et de < u tend vers —oo >.

Soit (up)neny € RY, soit £1,fo € R tels que uy, —+> {1 et
n—-+0oo

Uy, — fo. Montrer que /1 = #s.
n——400

Soit (n)nen € RY, soit £ € R. Montrer qu’on ne peut pas avoir

simultanément u, —— +oo et u, —— /.
n—-+oo n—-+00

Montrer qu’'une suite convergente est bornée.

Montrer que la somme de deux suites qui convergent vers 0
converge vers 0. Montrer que la somme de deux suites conver-
gentes est convergente.

Donner la définition d’une suite extraite. Montrer que si une suite
(u,) tend vers £ € R, alors toutes ses suites extraites aussi. Mon-
trer que la suite ((—1)"),en n’a pas de limite.

Montrer que si une suite (uy,) tend vers £ € R et si a < ¢, alors &
partir d’un certain rang, a < .

Enoncer le théoreme de minoration pour les suites réelles, et le
démontrer.

Enoncer le théoreme d’encadrement, et le démontrer.

Enoncer le théoreme de la limite monotone. Le démontrer dans
le cas d’une suite croissante majorée/d’une suite croissante non
majorée.

Donner la définition de suites adjacentes. Enoncer et démontrer
le théoreme des suites adjacentes.

Enoncer le théoréme de Bolzano-Weierstrass. Donner le principe
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de la démonstration (aucune formalisation n’est exigible).

Soit A C R admettant une borne supérieure a € R. Montrer qu’il
existe une suite u a valeurs dans A convergeant vers a.
Déterminer les suites u vérifiant ug = 1 et, pour tout n € N,
Up+1 = 3un + 4.

Déterminer le terme général de la suite réelle u vérifiant ug = 4,
up = 1 et pour tout n € N, upy9 = —3un41 + 4, de la suite réelle
v vérifiant vg = v1 = 1 et pour tout n € N, vy10 = —vp411 — Uy,
de la suite réelle w définie par wyp =1, w; =2 et Vn € N, wp42 =
dwp41 — 4wy,

Soit I C R, soit f: I — R telle que f(I) C I. Considérons la suite
(up) définie par : ug € I et Vn € N, upq1 = f(up).

On suppose qu’il existe £ € R tel que u, m £. Que peut-on

dire sur £ et sous quelles hypothéses ?

Montrer que si une fonction f est croissante sur un intervalle D
stable par f, et de plus si une suite u vérifie ug € D ainsi que
Vn € N, upy1 = f(uy), alors (uy) est monotone.

Montrer que si f est décroissante sur un intervalle D, stable par f,
et si u est définie par ug € D et, pour tout n € N, upy1 = f(uy),
alors (ugy) et (ugn+1) sont monotones de sens contraires.
Déterminer I'ensemble des points fixes de f : [—1, 4o0[— R,z —
v 1+ z et étudier la suite v définie par vg =1 et Vn € N, v, =

V1t v,

GROUPES, ANNEAUX et CORPS

Montrer que la composée de deux morphismes est un morphisme.
Montrer que I'image du neutre par un morphisme est le neutre.
Montrer que 'image de 'inverse d’un élément par un morphisme
est 'inverse de I'image de cet élément.

Montrer que I'image directe d’un sous-groupe par un morphisme
de groupes est un sous-groupe.

Montrer que l'image réciproque d’un sous-groupe par un mor-
phisme de groupes est un sous-groupe.

Montrer qu'un morphisme de groupes est injectif si et seulement
si son noyau est réduit au neutre.

Montrer que la réciproque d’un isomorphisme de groupes est un
isomorphisme.



Donner deux exemples de groupes, puis pour chacun de ses
groupes un exemple de sous groupe. Donner aussi un exemple
d’ensemble muni d’une loi de composition interne qui n’est pas
un groupe.

Donner trois exemples de morphismes de groupes, pour lesquels
vous déterminerez les images et noyaux.

Donner deux exemples de morphismes d’anneaux.

Donner deux exemples d’anneaux qui ne sont pas integres.
Montrer qu’'un corps est integre.

Page 4 sur 4



