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Feuille d’exercice n° 28 : Séries numériques

Exercice 1 Soit (uy)n>1 une suite réelle décroissante de limite nulle. On suppose que la suite (vy)n>1
n
de terme général v, = | > up | — nu, est bornée. On veut montrer que la série > u, converge.
k=1

1) Montrer que (vy,) est croissante, puis convergente. On note ¢ sa limite.

2) Exprimer ug — ugy1 en fonction de vy et vgyq.

1
3) En sommant ’égalité précédente de n a +oo, montrer que pour tout n > 1, u, < — (¢ — vy).
n
4) En déduire que nu, —+> 0, et enfin que la série > u, converge.
n——+0oo
Exercice 2 Soit (uy,) une suite réelle, décroissante, a termes positifs et telle que Z Uy, converge.
n=0
1) Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel que, pour tout p > N, ona (p — N)u, < ¢.
1
2) En déduire que u, = 0().
n
Exercice 3 On considere deux séries Z Uy, et Z Uy, & termes positifs.

n=0 n=0
1) Démontrer que si les deux séries Y u, et > v, convergent, alors la série de terme général /u, v,

converge aussi.

1
2) On suppose maintenant que, pour tout n € N, v, = ————.
1+ n2u,

a) Exprimer ,/u,v, en fonction de v, et de n.

b) En déduire que > v, et Y u, ne peuvent pas converger toutes les deux.

Exercice 4 (M)  Comment choisir deux réels a et b tels que Z uy, converge, avec U, = Inn+aln(n+
n=>1
1)+ bln(n+2) ? Dans le cas de convergence, donner la valeur de la somme.

Exercice 5 (D)  On étudie la suite (u,) définie par : ug €]0,7/2[ et upr1 = sin(uy,).
1) Montrer que (uy) est une suite a termes positifs, et qu’elle est convergente.
2) Déterminer la limite de (uy,).
3) a) Donner un DL a l'ordre 3 de u,,+1 en fonction de u,, quand n tend vers +o0o0. En déduire un
équivalent de u? en fonction de (u, — Upi1).
b) Déterminer la nature de la série de terme général u3.

u
4) Déterminer la nature de la série de terme général In ( ntl )
Un

U
5) a) Donner un équivalent de In <n+1> en fonction de u,, quand n tend vers +oo.

Un,
b) En déduire la nature des séries de termes généraux u2 et u,.



1/n si n est un carré

Exercice 6 Déterminer la nature de la série de terme général u,, = {1 / 5 .
n“ sinon

Exercice 7 (%\) Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants.

D= g o= (1) M=y
n
D0 I T 9 A e S)b":<1-\f/ﬁ>
S T e
Exercice 8 Calculer Z In (1 — 1), apres avoir montré son existence.
n=2

+oo 400 2
1 -2
Exercice 9 Calculer ntl et E n .
n! n!
n=0 n=0
—+00 1
Exercice 10 (‘ZL) Calculer HEZI TP

apres avoir montré son existence.

Exercice 11 (D) - Transformation d’Abel —
Soit (ay) une suite positive décroissante de limite nulle et (.S,,) une suite bornée.

1) Montrer que la série > (an, — an+1)Sy est convergente.

2) En déduire que la série }° any1(Sp+1 — Sn) est convergente.

cos nx)

3) Etablir que, pour tout 2 € R\27Z, la série Z est convergente.

Exercice 12 Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

(In2)2+ -+ (Inn)?’

N 400
1 1
Exercice 13 (2&) Soit a > 1. Pour tout N € N* on pose Sy = E — et Ry = E —.
ne ne
n=1 n=N+1
S - Ry
Etudier, selon «, la nature de la série E —_—.
N>1 SN

Exercice 14 (BB)  Soit f € €1(R,R), telle que f(0) =0 et | f/(0)| < 1. On considére la suite (un)nen
définie par ug € R et Vn, up+1 = f(uy,). Démontrer qu’il existe o > 0 tel que si |ug| < «, la série de terme
général u,, converge absolument.

Exercice 15 (%\) Déterminer les natures des séries suivantes.

ny Uy 2) yo B >

n>1 n>0 n>1




Exercice 16 (D)  Déterminer les natures des séries suivantes.

1) Z (—1)" 3) Y 1—204-- 4 (=1)"In!

5 In(n) = (n+1)!
1+ ( "vn )”
n>1 n>1
] 1
Exercice 17 (%\) Calculer Z YETR
(i.5)EN?
Exercice 18  Soit ¢ €] — 1,1].
1) Montrer que la famille ( M) keeN+ est sommable.
Z d(n)q", ou d(n) est le nombre de diviseurs positifs de n.

k= 1

Exercice 19 (@%) En considérant ’exponentielle complexe comme définie par sa série, montrer que
/ !
pour tout 2,z € C, alors e*™* = eZ%e”
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