LyCEE LA MARTINIERE MONPLAISIR ANNEE 2024/2025
MPSI-MP2I - MATHEMATIQUES SECOND SEMESTRE

Feuille d’exercice n° 22 : Intégration

Exercice 1 ( %) Montrer que la composée de deux fonctions uniformément continues est uniformément
continue.

Exercice 2 (%\) Montrer que x +— Inx n’est pas uniformément continue sur RY .
Exercice 3 Montrer que /- est uniformément continue sur R .

Exercice 4 (a2A)  Soit f : R — R uniformément continue telle que f(n) — +oc.

n—-+00o
neN
Montrer que f(z) — +o0.
T—+00
zER
Exercice 5 Soit a,b € R, avec a < b. Soit f,g € €([a,b],R), avec g positive ou nulle.

i [, 5], R)
Montrer qu’il existe ¢ € [a, ] tel que : / fg= f(c)/ g.

1 1
Exercice 6 Soit f € €°([0,1],R) telle que / ft)dt = 7
0

Montrer qu’il existe a €]0, 1] telle que f(a) = a.

1
Exercice 7 Soit f continue de [0, 1] dans R, soit n € N tels que : Vk € {0, ..., n},/ f(u)uk du = 0.
0

Montrer que f admet au moins n + 1 zéros distincts dans |0, 1[.

Exercice 8 Soit a,b € R, avec a < b. Soit f une fonction continue sur [a; b]. Montrer que

(

Exercice 9 ( %\)

/b f(z)dx| = /b |f(z)] dac) < [(f est positive) ou (f est négative)].

\" 1
1) Démontrer que, pour tout n € N*, v/2 < 1+ 27 < /1 + (1 + > sur [1; 1+ }
n n

. 1+1/n
2) Etudier la convergence de la suite de terme général u,, = V14 znde.
1
Exercice 10 (ZL) Soit f : [0,1] — R une application continue strictement croissante telle que

1
f(0) =0, f(1) = 1. Etudier la limite de la suite de terme général / fr(t)dte.
0

Exercice 11 (&) Soit (a,b) € R? (avec a < b), soit f continue et positive de [a,b] dans R. Montrer

</abfn(t)dt>n msup{f(t) |t e la,b]}

Indication : commencer par traiter le cas ou f est constante.



Exercice 12 Déterminer les limites des expression suivantes lorsque z — 400, sans pour autant
calculer les intégrales correspondantes.

1) /:mms(tl/t)dt 2) /QIsmt 3) /2xedt

Exercice 13 Calculer les intégrales suivantes.
T — 2 2 g8
3 -
1)/ —In(1+2))dx )/ (20 —3)2 5)/1 (1+x4)2dx
w/4 1 dz
2) /0 z(rz+2—e)e®dr 4) /0 cos? zsin? x dz 6) /0 (4222
Exercice 14 Calculer les intégrales et primitives suivantes.

1) /x 3 eArcsintdt 4) 1 t dt
Vi@ 0 T+VIt1 7>/
L 5 VE—1
2
2)/Oln(1+t)dt 5)/1 ——at / 2
0

6) 2 de
1 tV1+¢2

2t
3) [ A=
) 1 V1i+t
Exercice 15 (%\) Déterminer les primitives suivantes.

1) / tintdt 3)/ 2 t41)etdt 5) / (t + 1)chtdt

xT x
2) / t Arctan tdt 4) / (t—1)sintdt 6) / tsin® tdt
1 gn
Exercice 16 On définit, pour tout n € N, I,, = / dz.
o 1+an

n

T pour x € [0, 1] par une fonction simple, montrer que la suite (I,,) converge
T

1) Apres avoir majoré

vers 0.

1
2) Montrer que / In(1+ 2")de —— 0.
0

n—-+o0o

3) A laide d’une intégration par parties, donner un équivalent de I,,.

($]
Exercice 17 Pour chaque n € N, on pose I, = / (Inz)"dz.
1

1) Calculer I et I;.

2) Etablir une relation liant I, et In4q.

3) En déduire que Vn € N, 0 < I, < ——
n—+1

4) Déterminer la limite puis un équivalent de I,,.
5) Soit a € R, soit (uy,) la suite réelle définie par ug = a et Vn € N, upt1 =€ — (n+ 1)u,
On suppose que a # Iy, montrer, en étudiant D,, = |u,, — I,|, que |uy,| T +00.
mn (0.)



Exercice 18 (%\@%) Soit f : R — R une fonction continue. Justifier que les fonctions suivantes
sont de classe €' sur R et exprimer leurs dérivées.

l)gozxr—>/2:2f(t)dt 2)X:$'_>/Ox$f(t)dt 3)¢:x|—>/0rf(t—|—x)dt

™ 1 t
Exercice 19 (a2h)  On définit la fonction F de R, dans R par Vz € Ry, F(z) = / \smix) dt.
0

1) Justifier proprement la définition de F'.
2) Montrer que F est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

3) Nous étudions & présent le comportement asymptotique de F.

lz] -1

(k+1)m | gi t e int
a) Montrer que Vo > 1, F(z) = Z |sint| de | + | sint| dt.
t t
k=0 \’k7 7|z

n—-+oo r——+oc0 7T

1 2
b) On rappelle que E T Inn. En déduire que F(z) ~ —Inuz.
k=1

7r/2
Exercice 20 (a2A) Soit f:RT - R, »—>/ (sint)® dt.
1) Montrer que f est décroissante.
2) Montrer que pour tout x € [1,+oo[, (x +1)f(z+1) =z f(x —1).
3) Soit p(z) = zf(x)f(x — 1). Montrer que ¢ est périodique de période 1.
4) Calculer ¢(z) pour tout = € N*

5) En déduire que f(z) ~ ,/%, puis que Vz € [1, 400, p(z) = g

r—r-+00

Exercice 21 Soit a,b € RY, avec a < b. Soit f une fonction continue sur RT.
. B br f(t)
1) Montrer que si f(0) = 0 alors dt —— 0.
ax t z—07F

10 6 o (%)

Exercice 22 (%\@%) En appliquant l'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction z — In(1 4 z),

o - , . 1 (=1t
déterminer la limite de la suite de terme général u, =1 — 3 + 3 4+

2) Montrer que, dans le cas général, /

Exercice 23 (%\) Déterminer les primitives suivantes.

1) / 2) / elcostdt 3) / telsintdt
w+1
Exercice 24  Soit A € C\R, notons a = Re()\) et b = Im()\). Etablir

T dt . T —a
/t_)\zln]az—)\\+zArctan< 5 )

Exercice 25 (%\) Calculer la limite de la suite de terme général

S, = —_—
kz::l 8k3 + n3



Exercice 26 (%\) Calculer la limite de la suite de terme général

Exercice 27

Exercice 28

Exercice 29

Exercice 30

N
Rappel : c’est la suite <Z un>
n=1

Calculer la limite puis un équivalent de la suite de terme général

2n L
P,= ] k=
k=n+1

Calculer la limite de la suite de terme général

1 n
P,=—=11](n+p).
n
p=1

Soit @ € R. Déterminer la nature de la série de terme général
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n

n
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