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Feuille d’exercice n® 12 : Suites

Exercice 1 (%\) — Méfiez-vous des faux amis —
Soit (un)nen et (vn)nen deux suites réelles. Parmi les affirmations suivantes, dites lesquelles sont vraies
(on les démontrera alors) et lesquelles sont fausses (on donnera un contre-exemple).

1) Si (uy,) converge, alors (up+1 — uy,) converge vers 0.
2) Si (up+1 — uy) converge vers 0, alors (u,) converge.

3) Si (uy) converge et pour tout n u, # 0, alors (%) converge vers 1.
4) Si, pour tout n € N, u,, # 0 et si (%) converge vers 1, alors (u,) converge.

5) Si, pour tout n € N, u,, # 0 et si (%—:1) converge vers 1/2; alors (uy) converge.
6) Si (uy) converge vers 0 et si (vy,) diverge, alors a partir d’un certain rang |u,| < |vy|.

7) Si (uy) est une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0, alors elle est décroissante a
partir d’un certain rang.

8) Si une suite positive est non majorée, elle tend vers +oo.
9) (uy) converge si et seulement si (Juy|) converge.
10) Si (Juy|) tend vers 400, alors (u,) tend vers +oo ou —oo.
11) Si (u,) n’est pas majorée, elle admet une sous-suite strictement croissante qui tend vers +oo.
12) Si (uy,) est monotone et admet une sous-suite convergente, alors (u,) est convergente.
13) Si une suite d’entiers converge, elle est stationnaire.
14) Si une suite a un nombre fini de valeurs, elle converge si et seulement si elle est stationnaire.

15) Si (up + vy,) est convergente, (uy,) et (vy,) convergent.

16) Si (u,) converge et (vy,) diverge, (uy, + v,) diverge.
17) Si (upvy,) est convergente, (u,) et (v,) convergent.
18) Si (uy) converge, (|u,]) également.
. a” —b"
Exercice 2 Etudier la suite de terme général u,, = ————, a et b étant donnés dans R .
am 4 b"
Exercice 3 (@%2) — Lemme de Césaro —
Soit (uy) une suite réelle. On pose, pour tout n € N¥, v, = —> AR T ! nilu .
n p y P y Un k
n n
k=0

1) Montrer que si uy, —> 0, alors v, ——— 0.
n— n—-+o0o

2) Soit £ € R, montrer que si u, ——> £, alors v,, —— /.

n—400

3) Donner un exemple ou (vy,) converge mais (uy,) diverge.



Exercice 4 (BD)  Soit (un)pen € R )N et LeR

Un+1
5 ¢ Montrer que
Un, n—-+oo

a) si ¢ <1, alors u, —— 0 ;
n—-+o0o

b) si £ > 1, alors u,, —— +00.
n—-+o0o

2 r . M
) On suppose que {/u, m £. Montrer que

1) On suppose que

a) sif <1, alors u, ——0 ;
n—-+00

b) si ¢ > 1, alors u,, — +00.
n——+00

. . Un41

3 t R* )N, Mont i /= ¢ alors Y, — /.
) Soit (un)nen € (RY) ontrer que si o o b alors {/un ———

Indication : utiliser le lemme de Césaro.

4) Chercher les limites des suites de termes généraux suivants.

a) up = <2n> K " ) wp = Lo/ B!

n

Exercice 5 (D) — Divergence de (¢) —
Soit # € R. Montrer que si § # 0 [r], les suites (cos(nf)) et (sin(n#)) sont toutes les deux divergentes.

Indication : On pourra montrer que si I'une converge, alors 'autre aussi, puis obtenir une contradiction.

Exercice 6 ( %\)

Etudier la convergence des suites de termes généraux suivants et calculer la limite,
le cas échéant.

— _ -1\ 3 n
1) an=vnZtn+l-yn 4)dn:{1+(n)J 7)9n:n;’;2
2) b, = () o o
" TL2+1 5) en:§Sin7 8) hn:n—m
1 . L
3) cn:ﬁ—i—(—l)" 6) f, = V3 —sinn? 9) Zn:?)nsm(n)

Exercice 7 (H)

Soit (uy,) une suite complexe telle que (u2y), (u2n+1) et (us,) convergent. Montrer
que (uy) converge.

Exercice 8 Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que

Uy — +OO, Vp — +oo et Unp+1 — Un — 0.
n—-4o0o n—-+4o0o n—-+4o0o

1) Soit € > 0 et ny € N tels que, pour tout n = ng, |up+1 — up| < &. Montrer que, pour tout a > uy,, il
existe n > ng tel que |u, —al < e.

2) En déduire que { u, — v, | n,p € N} est dense dans R.
3) Montrer que 'ensemble { cos(Inn) | n € N} est dense dans [—1, 1].

Exercice 9

1+u
On donne ug € R et 'on pose, quand c’est possible, u,11 = 1 + iy
— uy,
1) Pour quelles valeurs de ug définit-on ainsi une suite (u,) ?

2) Montrer qu’alors la suite (uy,) est périodique.

Exercice 10 (%\) Etudier la suite (u,) définie par uy € R et, pour tout n € N, u, 41 = u2 + 1.



342
Exercice 11 Soit ug = —1 et, pour tout n € N, up41 = M
24+ uy,
1) Montrer que la suite (u,) est bien définie.
34+ 2z

. On notera « et (§ ses racines, avec 8 < a.
x

2) Résoudre 'équation f(z) =z ou f:z —

Up —

Q@
3) On définit, pour tout n € N, v,, = . Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique. En

n
déduire ’expression de u,, en fonction de n.

4) La suite (u,) posséde-t-elle une limite ?

5) Retrouver tout ceci par les méthodes standard.

Tn — Yn Tn + Yn

— et ypp1 = —5
En introduisant la suite complexe de terme général z,, = x;, + iy,, montrer que les suites (z,,) et (yn)

convergent et déterminer leurs limites.

Exercice 12 Soient (z,,), (y,) € RY telles que, pour tout n € N, z,,,1 =

Zn

Exercice 13 (a2A)  Etudier la suite (z,) € CN vérifiant |20| < 1 et, pour tout n € N, 2,1 = 5 :
—

1 1
Exercice 14 (@%) Soit, pour tout n € N*, u,, = — et v, = —5.
n n

1) Montrer que Vn € N\ {0,1}, v, < up—1 — Up.

n
2) En déduire que la suite de terme général S,, = > v; converge et majorer sa limite.
i=1
Exercice 15 (@%) — Critére spécial des séries alternées ou critére de Leibniz —

n
Soit (uy) une suite de réels décroissante et de limite nulle. Pour tout n € N, on pose S,, = Z(—l)kuk.
k=0
Montrer que les suites extraites (S2,) et (S2n+1) sont adjacentes et en déduire que (.S,,) converge.

Exercice 16 (%)  Soit la suite (H,,) de terme général H, = 1 + % + % ++ % et soit, pour tout
n € N* v, = H, —In(n) et w, = Hy, —In(n + 1).
1) Montrer que les suites (v,) et (w,) sont adjacentes (leur limite commune s’appelle la constante
d’Euler, notée 7).
2) En déduire la nature de la suite (H,,).
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