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I. Etude d’un endomorphisme.

On note E = €°(] — 1, 400]) l'espace vectoriel des fonctions continues sur I =] — 1, +o00[. Etant
donné un élément f de F, on désigne par T'(f) 'application de I vers R définie par :

Vo e I, T(f)(z) = Ox if(_f)tdt.

Partie 1 — Quelques exemples.

1) On définit Papplication f; : I — R.
t

(t+2)2

t =

a) Montrer que, pour tout = € I,

T(f)(@) =1n (0

z+1

2
)— —In2+1.
T+ 2

1
b) Donner un développement asymptotique a la précision 0(2> de T'(f1)(z) au voisinage
T

de +o0.
2) On définit 'application fo : I — R.
t2
t -
= (t? + 1)2
X2
(X +1)(X2+1)2

a) Déterminer la décomposition en éléments simples de

b) Pour tout z > —1, établir une relation entre

: At : gt
Jl(:n)—/o a e Jg(m)—/o CEat

c) En déduire T'(fs).
3) Pour tout entier n non nul, on définit g, : ¢t — t™. On a bien g, € E. Soit = € I.
a) Déterminer une relation entre T'(gn+1)(x) et T'(gn)(x).
b) En déduire l'expression de T'(g,,)(z) & l'aide d’une somme (que 'on ne cherchera pas a
calculer).

Partie 2 — Propriétés algébriques élémentaires de 7'.

On rappelle que l’on a défini T comme une application T : E — R/,

4) a) Vérifier que T définit un endormorphisme de E.
b) Soit f € E. Démontrer que T'(f) est dérivable (on donnera T'(f)") et calculer T'(f)(0).
¢) Déterminer le noyau de T'. Que peut-on en déduire ?
d) Déterminer I'image de T'. Que peut-on en déduire ?
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Partie 3 — Comportement a l'infini.

On considére un élément f € E et on suppose que f admet une limite ¢ € R lorsque t — +00. Nous
allons étudier le comportement de la fonction T'(f) en +oc.

5) On suppose dans cette question que £ = 0.
a) Montrer que la fonction f est bornée sur l'intervalle J = [0, +o00].

On notera dans cette question :

M= sup |f(t)|
te[0,4o00[

b) Pour z > 1, on pose
a(z) = sup{|f ()|, In(z) <t <},

Montrer que a(z) —— 0.
T—>+00

c) Montrer que pour tout z > 1 :

Inz dt T dt
T <M — .
T(f) ()] /0 S+ a) /M) -

d) En déduire que T'(f)(z) = o(lnz)

T——+00

6) On suppose dans cette question que ¢ € R*.
Trouver un équivalent simple de T'(f)(z) lorsque x — 400.

7) On suppose dans cette question que ¢ = +oo.
Montrer que T'(f)(x) —— +oo.
r—r+00

8) On considére dans cette question 1’élément f : t +— e’ et donc, pour tout x € I :

()@ = [

o t+1

On ne cherchera pas a calculer cette intégrale. On note, pour n > 2 :

F,(z) :/0 mdt.

a) En écrivant pour n > 2 et z > 0 que

3 et z et
)= —5 S )
(=) /0 (t+1)r +é (t+1)m

montrer que :

P
Fn (x)x—>:+oo0 ( xn—2 )

ew
b) En intégrant F),(z) par parties, montrer que Fy,(z) = o ( >

x—>_+oo gn—1

c) Trouver trois constantes a, b, ¢ réelles telles qu’au voisinage de +oo :

e” e” et e”
T(f)(x) = a—l—be—i-cxg—i-o(xg).
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Il. Pseudo-inverse d’'un endomorphisme.

Soit E un espace vectoriel sur R et f un endomorphisme de E .
On dit que f est pseudo-inversible quand il existe g dans Z(E) tel que les trois relations suivantes
sont vérifiées

(i) fogof=Ff (i) go fog=g (ili) fog=go f.
Dans ce cas, 'endomorphisme g de E est appelé un pseudo-inverse de f .
1) a) Soitf un endomorphisme de E pseudo-inversible, de pseudo-inverses g et ¢’ . Montrer
que fog =go f.
b) En déduire ¢ = ¢, et donc l'unicité du pseudo-inverse d’un endomorphisme pseudo-
inversible de FE .

2) Montrer que tout automorphisme f de E est pseudo-inversible et préciser son pseudo-inverse.

3) Si f est un endomorphisme pseudo-inversible de E, de pseudo-inverse g, prouver que pour
tout réel non nul a, les endomorphismes g et af sont pseudo-inversibles, et préciser leurs
pseudo-inverses.

4) Soit f un endomorphisme pseudo-inversible de E, de pseudo-inverse g.
Montrer que pour tout k € N, f* est pseudo-inversible, et donner son pseudo inverse.

5) Soit f un endomorphisme pseudo-inversible de E, de pseudo-inverse g.
Montrer que £ = Ker f @& Im f.

6) Soit f un endomorphisme de E tel que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

a) Pour z fixé dans E, prouver lexistence et I'unicité d’un vecteur y de Im(f), que l'on
notera g(z), tel que (f(y) — x) € Ker(f).

b) Montrer que lapplication g qui a tout = de E associe le vecteur g(z) défini ci-dessus est
un endomorphisme de E.

c) Montrer que f est pseudo-inversible de pseudo-inverse I’endomorphisme g défini a la
question 6)b).

7) Quels sont les endomorphismes de E pseudo-inversibles ?

— FIN —
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